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Цель диссертационной работы

Цель работы: разработка и исследование
методов и алгоритмов решения задач
линейного программирования с
неформализованными ограничениями
и их реализации в виде программного
комплекса. 
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Основные задачи
1. Построить математическую модель задачи линейного программирования с

неформализованными ограничениями (ЛПНО) и описать общий подход к
ее решению.

2. С использованием этого подхода разработать метод решения задачи
ЛПНО, допускающий реализацию в виде алгоритма для ЭВМ, и
исследовать сходимость этого метода.

3. На основе описанного метода разработать и исследовать алгоритм ЛП-ДА
(Линейное Программирование – Дискриминантный Анализ), соединяющий
алгоритмы линейного программирования с алгоритмами дискриминантного
анализа.

4. Спроектировать и реализовать программный комплекс для решения задач
ЛПНО, использующий предложенные методы и алгоритмы.

5. Провести вычислительные эксперименты для анализа эффективности
предложенного подхода.

6. Разработать и реализовать параллельную версию алгоритма ЛП-ДА. 
Провести вычислительные эксперименты на кластерной системе. 
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Задача линейного программирования с
несколькими неформализованными

ограничениями (ЛПНО*)

{ }1( ) 0,   ,  ( )argmax ( , ) | , 0 qx c x xx Ax b ϕ ϕ= ≤≤ ≤…

3( ) 0xϕ =

1( ) 0xϕ =

c  
x̂

2( ) 0xϕ =

P

Dx
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Задача линейного программирования с одним
неформализованным ограничением (ЛПНО)

{ }argmax ( , ) | ,  ,( ) 0 nAxx c x b xxϕ ≤≤= ∈ R

c x
x̂

( ) 0xϕ =

{ | ( ) 0}P x xϕ= ≤

D
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Функция эксперта

( ) sgn( ( ))x xϕ=e

( ) 1 ( ) 0

( ) 0 ( ) 0

( ) 1 ( ) 0

x x

x x

x x

ϕ

ϕ

ϕ

⎧⎪ = ⇔ >⎪⎪⎪⎪ = ⇔ =⎨⎪⎪⎪ = − ⇔ <⎪⎪⎩

e

e

e
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Алгоритм ЛП-ДА
(Линейное Программирование –

Дискриминантный Анализ)
Начальный набор образцов 

{ , }:
( ) 1,  
( ) 1,  
x x
x x

⎧
= ⎨

⎩

= ∀ ∈
= − ∀ ∈

P
e
e

A B
A
B

Разделяющая функция 

( ) :
( ) 0,
( ) 0,

x
x x
x x

ϕ
ϕ
ϕ
⎧
⎨
⎩

> ∀ ∈
< ∀ ∈

�
�
�

A
B

{ }
Аппроксимационная задача:

Arg max ( , ) | , ( ) 0x c x Ax b xϕ∈ ≤ ≤��

Коллизии:
1. ( ) 0
2. ( ) 1 и 
3. ( ) 1 и 
В этом случае к  применяется 
процедура рандомизации.

x
x x
x x

x

=
= ∈
= − ∈

�
� �
� �

�

e

e

e

A
B
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Обозначения

{ | }D x Ax b= ≤

{ | ( ) 0}P x xϕ= ≤

{ | ( ) 0}H x xϕ= =

{ }argmax ( , ) | ; ( ) 0x c x x D xϕ= ∈ ≤

{ }ˆ argmax ( , ) |x c x x D= ∈

x̂ x≠
( ) - аффинная функцияxϕ

 содержит внутренние точки и ограниченD

 содержит внутренние точкиD P∩

{ }argmax ( , ) | ; ( ) 0x c x x D xϕ= ∈ ≤� �
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Устойчивость задачи ЛПНО
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Формализация алгоритма
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Формализация алгоритма
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Формализация алгоритма
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Теорема сходимости для ЛПНО

Теорема 2. Пусть { | }D x Ax b= ≤  – телесное огра-

ниченное множество. Пусть задача ЛПНО имеет единствен-

ное решение ˆx x≠ , где { }ˆ argmax ( , ) |x c x Ax b= ≤ . Тогда

для последовательности 0 1, , , kx x x� � �… , порождаемой алгорит-

мом ЛП-ДА, имеем: 

 0{ }k kx x∞
= →� . 
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Задача линейного программирования с
несколькими неформализованными

ограничениями (ЛПНО*)

{ }1ЛПНО*: arg max ( , ) | ,  ( ) 0,   ,  ( ) 0qx c x Ax b x xϕ ϕ= ≤ ≤ ≤…

1( ) 0,   ,  ( ) 0 - неформализованные ограниченияqx xϕ ϕ≤ ≤…
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Устойчивость задачи ЛПНО*
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Решение задачи ЛПНО*

{ }

{ }

1ЛПНО

ЛПНО

1 1: argmax ( , ) | ,  ( ) 0 ;

: argmax ( , ) | ,  ( ) 0q q q

x c x Ax b x

x c x Ax b x

ϕ

ϕ

= ≤ ≤

= ≤ ≤

" "

1( ), , ( )  последовательность разделяющих 
функций для задач ЛПНО  ( 1, , ).

k
i i

i

x x
i q

ϕ ϕ −

=

� �…
…

{ }ЛП 1: Argmax ( , ) | ,  ( ) 0,   ,  ( ) 0k k k k
qx c x Ax b x xϕ ϕ∈ ≤ ≤ ≤� � �…
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Теорема сходимости для ЛПНО*

Теорема 5. Пусть задача ЛПНО* имеет 

единственное решение x . Пусть каждая задача ЛПНОi

(1 )i q≤ ≤  также имеет единственное решение ix , 

причем ˆix x≠ , где { }ˆ argmax ( , ) |x c x Ax b= ≤ . 

Пусть kx�  – решение задачи ЛПk . Тогда 

 0{ }k kx x∞
= →� , 

то есть при достаточно большом k в качестве 

приближенного решения задачи ЛПНО* можно взять 

решение задачи ЛПk . 
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Критерий завершения итерационного процесса

1

l
k k i

i

x x ε−

=

− <∑ � �

ε>0 - фиксированное вещественное число,
определяющее точность вычислений

0 1, , ,  - последовательность решений аппроксимационных
задач, полученных при работе алгоритма ЛП-ДА.

kx x x� � �…
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Критерий завершения итерационного
процесса

Теорема 6. Пусть x  – решение задачи ЛПНО, 0{ }k kx ∞
=�  –

последовательность решений аппроксимационных задач,

порождаемых алгоритмом ЛП-ДА, l - фиксированное целое 

положительное число. Тогда 

1
lim 0 lim 0

l
k k k i

k k i
x x x x −

→∞ →∞ =
− = ⇒ − =∑� � � . 
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Рандомизация

Процедура рандомизации точки x
заключается в порождении m случайных
точек внутри сферы радиуса ρ с центром в x.

ρ – радиус рандомизации
m – мощность рандомизации
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Метод осцилляций
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Модульная структура комплекса

Модуль ввода данных

Головной модуль

Универсальный
алгоритм

Модуль оптимизации

Модифицированный
симплекс

Модуль
дискриминации

Линейная коррекция

Дискриминация
методом Фейера

LU-симплекс Метод комитетов

Модуль
экспертизы

Оптимизация по
S-технологии
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Реализация

• Выполнена реализация программного
комплекса ЛП-ДА на языке Си. Общий объем
кода составил около 3000 строк
– Блок оптимизации: симплекс-метод
– Блок дискриминантного анализа: метод линейной
коррекции

• Исходные тексты программ: 
http://life.susu.ru/lpno/

• Реализована параллельная версия
с использованием пакета MPI-2: 
http://life.susu.ru/lpnoMPI/
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Вычислительные эксперименты

• Класс модельных задач Mod-n

• Задача управления металлургическим
предприятием Metal
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Класс задач Mod-n

1 2

1 3

1

1 2

1 3

1

1 2

max 1

1 2 3

2 0
2 0

2 0
2 2000
2 2000

2 2000
0, 0, , 0

( ) sgn(2( 1) 800( 1))

n

n

n

n

x x
x x

x x
x x
x x

x x
x x x

Q x
x n x x x x n

− ≤⎧
⎪ − ≤⎪
⎪
⎪

− ≤⎪
⎪ + ≤⎨
⎪ + ≤⎪
⎪
⎪ + ≤⎪
⎪ ≥ ≥ ≥⎩

=
= − − − − − − −

#

#

…

…e

n – размерность задачиn – размерность задачи
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Влияние радиуса рандомизации на
эффективность алгоритма ЛП-ДА
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Влияние мощности рандомизации на
эффективность алгоритма ЛП-ДА

Зависимость времени решения задачи
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Эффективность метода осцилляций

Зависимость времени решения задачи
от размерности n

Зависимость числа итераций
от размерности n
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Задача Metal
Фролов В.Н. Оптимизация плановых программ при слабо
согласованных ограничениях. –М.: Наука, 1986.

1 2 3 4 5

3 4

1

2

3

4

5

6.4 4 7.5 7 4.4 7000
35 20 7000

50
1150
150
5
125

x x x x x
x x

x
x
x
x
x

+ + + + ≤⎧
⎪ + ≤⎪
⎪ ≤
⎪⎪ ≤⎨
⎪ ≤⎪
⎪ ≤
⎪ =⎪⎩

1 4( ) sgn(85 75 4750)x x x= + −e

max 1 2 3 4 518 16.8 26.3 36.2 17.5Q x x x x x= + + + +
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Влияние точности вычисления

Зависимость времени решения задачи
от точности вычисления ε

Зависимость числа итераций
от точности вычисления ε
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Схема параллельного алгоритма

{ }

{ }

1 1ЛПНО : max ( , ) | ,  ( ) 0

ЛПНО : max ( , ) | ,  ( ) 0q q

c x Ax b x

c x Ax b x

ϕ

ϕ

≤ ≤

≤ ≤

"

ЛПНО1 1ϕ�ЛП-ДА

ЛПНОq qϕ�ЛП-ДА

… … 1( ) 0

( ) 0q

Ax b
x

x

ϕ

ϕ

≤⎧
⎪ ≤⎪
⎨
⎪
⎪ ≤⎩

�
"
�

ЛП x
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Одна задача ЛПНОi на процессор

P1ЛПНО1
1( )xϕ�

PqЛПНОq
( )q xϕ�

…

Ax b≤

xP0…
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Две задачи ЛПНОi на процессор

P1

ЛПНО1
1

2

( )
( )
x
x

ϕ
ϕ
�
�

Pq/2

…

Ax b≤

xP0
…

ЛПНО2

ЛПНОq-1

ЛПНОq

1( )

( )
q

q

x

x

ϕ

ϕ
−�
�

…
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Класс задач Mod-n*

1 2

1 3

1

1 2

1 3

1

1 2

max 1

2 0
2 0

2 0
2 8000
2 8000

2 8000
0, 0, , 0

n

n

n

x x
x x

x x
x x
x x

x x
x x x

Q x

− ≤⎧
⎪ − ≤⎪
⎪
⎪

− ≤⎪
⎪ + ≤⎨
⎪ + ≤⎪
⎪
⎪ + ≤⎪
⎪ ≥ ≥ ≥⎩

=

#

#

…

n – размерность задачи
q – количество неформализованных ограничений
n – размерность задачи
q – количество неформализованных ограничений

1 1 2

1

( ) sgn(3 3000)

( ) sgn(3 3000)

1

q q

x x x

x x x

q n

⎧ = − −
⎪
⎨
⎪ = − −⎩

−

#
e

e

-
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Ускорение
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t8 – время, затраченное на
решение модельной задачи
размерности n с 48 
неформализованными
ограничениями на 8 
процессорах

tp – время, затраченное на
решение этой же задачи на p
процессорах

α0 = (n – 60)/60

q = 48
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Расширяемость
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p = q
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Основные результаты, 
выносимые на защиту

1) Предложен и исследован итерационный метод для решения задач
линейного программирования с неформализованными ограничениями, 
базирующийся на синтезе дискриминантного анализа и линейной
оптимизации.

2) Предложен метод осцилляций, позволяющий существенно ускорить
сходимость последовательности приближений к точному решению.

3) Разработан и исследован алгоритм ЛП-ДА, соединяющий методы
линейного программирования и дискриминантного анализа.

4) Спроектирован и реализован прототип программного комплекса для
решения задач линейного программирования с неформализованными
ограничениями. Общий объем кода на языке Си составил около 3000 
строк. Исходные тексты прототипа свободно доступны в Интернет по
адресу: http://life.susu.ru/lpno/.

5) Спроектирована и реализована параллельная версия алгоритма
ЛП-ДА с использованием пакета MPI-2. Исходные тексты
парал-лельной версии свободно доступны в Интернет по адресу: 
http://life.susu.ru/lpnoMPI/.

6) Проведены вычислительные эксперименты на модельных и реальных
задачах экономико-математического моделирования, подтверждающие
эффективность предложенных алгоритмов, методов и подходов. 
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СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ!


