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1. Ââåäåíèå

Â ìàòåìàòèêå ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü èãðàþò òåîðåìû îòäåëèìîñòè íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ, â ÷àñòíîñòè, âûïóêëûõ (â ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâàõ).
Ïðè ýòîì âàæíû êàê òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, òàê è àëãîðèòìû, ðåàëèçóþ-
ùèå îòäåëèìîñòü. Èìååòñÿ ìíîãî çàäà÷ êàê òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, òàê è
ïðèêëàäíîãî, êîãäà íåîáõîäèìî êîíñòðóêòèâíî îáåñïå÷èâàòü ðàçäåëèìîñòü.
Îäíà èç îáëàñòåé, â êîòîðûõ àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñòîðîíà äåëà èãðàåò âàæíåé-
øóþ ðîëü � ýòî ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, âêëþ÷àþùàÿ çàäà÷è äèñêðèìèíàöèè,
êëàññèôèêàöèè è ìíîãî äðóãèõ.

Ïðèâåäåì ïðèìåð êîíñòðóêòèâíîé îòäåëèìîñòè ìíîæåñòâ M ⊂ Rn è N ⊂
Rn, çàäàííûõ ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ:

M := {x | Ax ≤ b} 6= ∅, N := {x | Bx ≤ d} 6= ∅, M ∩N = ∅. (1.1)

Íóæíî ïîñòðîèòü ñòðîãî èõ ðàçäåëÿþùóþ ãèïåðïëîñêîñòü H := {x | (c, x)−
α = 0}, ò.å. òàêóþ, ÷òî

(c, x)− α < 0, ∀x ∈ M ; (c, x)− α > 0, ∀x ∈ N.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî ñôîðìóëèðîâàíî àâòîðîì â 1957 ã., ïîçäíåå
îíî áûëî âêëþ÷åíî â ìîíîãðàôèþ Ñ.Í.×åðíèêîâà: Ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà.
Ì.: Íàóêà, 1968, 488 ñ.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ-5595.2006.1)
è ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 04-01-00108)
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Óòâåðæäåíèå. Ñèñòåìà

ATu + BTv = 0, [u, v] ≥ 0,

(b, u) + (d, v) ≤ −1



 (1.2)

ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M ∩N = ∅.
Åñëè [ū, v̄] � íåêîòîðîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.2), òî ãèïåðïëîñêîñòü H

ïðè c = AT ū è α = 1/2 (èëè ïðè c = −BT v̄ è α = −1/2) ñòðîãî
ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà M è N .

Çàìåòèì, ÷òî íàõîæäåíèå õîòÿ áû îäíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2) ìîæ-
íî îñóùåñòâèòü ðàçíûìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð, ìåòîäîì Ôóðüå ([1], � 11),
ñèìïëåêñ-ìåòîäîì èëè ôåéåðîâñêèìè ìåòîäàìè ([1], ãë. VI).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñèëüíîé îòäåëèìîñòè ìíî-
æåñòâ M è N äëÿ òðåõ ôîðì èõ çàäàíèÿ:

1◦. M è N çàäàþòñÿ ñîãëàñíî (1.1);
2◦. M è N çàäàþòñÿ âûïóêëûìè îáîëî÷êàìè äâóõ êîíå÷íûõ ñîâîêóïíîñòåé

òî÷åê {pi}k
1 è {qj}s

1, ò.å.

M := conv{pi}k
1, N := conv{qj}s

1;

3◦. Ñìåøàííûé ñëó÷àé:

M := {x | Ax ≤ b}, N := conv{qj}s
1. (1.3)

Â íàçâàíèè äàííîé ðàáîòû óïîòðåáëåí òåðìèí ñèëüíîé îòäåëèìîñòè � ýòî
îçíà÷àåò îòäåëèìîñòü ñëîåì íàèáîëüøåé òîëùèíû (π-ñëîåì). Ñèëüíàÿ îò-
äåëèìîñòü, ïî ñóùåñòâó, ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å îòûñêàíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
M è N â ñìûñëå ìåòðèêè

ρ(M, N) := min {‖x− y‖ | x ∈ M, y ∈ N}. (1.4)

Åñëè x̄ ∈ M è ȳ ∈ N ÿâëÿþòñÿ arg -òî÷êàìè çàäà÷è (1.3), ò.å. opt (1.4) =

‖x̄ − ȳ‖, òî ñëîåì íàèáîëüøåé òîëùèíû, ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâà M è N ,
áóäåò P := {x | x ∈ P1 ∩ P2}, ãäå P1 è P2 � ïîëóïðîñòðàíñòâà, çàäàâàåìûå
ëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè

(x− x̄, x̄− ȳ) ≤ 0 è (y − ȳ, x̄− ȳ) ≥ 0.
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Ãèïåðïëîñêîñòü Hπ, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì
(
x− x̄ + ȳ

2 , x̄− ȳ
)

= 0, áó-
äåì íàçûâàòü ñèëüíî ðàçäåëÿþùåé ìíîæåñòâà M è N ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Åñëè ìíîæåñòâà M è N äîñòàòî÷íî ïðîñòû (â ñìûñëå ïðîñòîòû îïåðàöèè
ïðîåêòèðîâàíèÿ òî÷åê íà íèõ), òî ïðèìåíÿÿ ê M è N èçâåñòíûé ìåòîä ïî-
ñëåäîâàòåëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì äâå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõî-
äÿùèåñÿ ê òî÷êàì x̄ ∈ M è ȳ ∈ N , êîòîðûå è áóäóò arg -òî÷êàìè çàäà÷è (1.4).
Íî åñëè M è N � ïðîèçâîëüíûå ìíîãîãðàííèêè, òî ïîñêîëüêó ñàìà îïåðàöèÿ
ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íèõ äàëåêî íå ýëåìåíòàðíà, òî ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ íå ìîæåò áûòü ïðèçíàí ýôôåêòèâíûì.

Ê çàäà÷å (1.4) ñäåëàåì òàêîå çàìå÷àíèå. Äîñòèæèìîñòü â (1.4), âîîáùå ãî-
âîðÿ, íåîáÿçàòåëüíà, îäíàêî åñëè õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ M è N îãðà-
íè÷åíî, òî äîñòèæèìîñòü èìååò ìåñòî, ïðè ýòîì π-ñëîé íå âûðîæäàåòñÿ â
ãèïåðïëîñêîñòü. Îäíàêî, åñëè M è N � ìíîãîãðàííèêè, çàäàâàåìûå ñèñòå-
ìàìè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, òî ôàêò äîñòèæèìîñòè âåðåí.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ñâåäåíèÿ (ðåäóêöèè) ïîñòàâëåííûõ
çàäà÷ ê íåêîòîðîé êîíñòðóêòèâíî çàäàâàåìîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ è îäíîãî âû-
ïóêëîãî íåðàâåíñòâà, à äëÿ åå ðåøåíèÿ ïîäêëþ÷àåòñÿ ôåéåðîâñêèé ïðîöåññ.
Â îñíîâå òàêîé ðåäóêöèè ëåæèò òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè â ìàòåìàòè÷åñêîì
ïðîãðàììèðîâàíèè.

2. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò

2.1. Äâîéñòâåííîñòü â âûïóêëîì ïðîãðàììèðîâàíèè (ÂÏ)
Çàïèøåì çàäà÷ó

P := min {f0(x) | fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , m}. (2.1)

Ïîñòàâèì åé â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷ó

P ∗ := max {F (x, u) | 5xF (x, u) = 0, u ≥ 0}, (2.2)

íàçûâàåìóþ äâîéñòâåííîé; âûøå F (x, u) := f0(x) +
m∑

j=1
ujfj(x) � ôóíêöèÿ

Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷å (2.1). Çàäà÷è P è P ∗ ñâÿçàíû ñëåäóþùèì
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óòâåðæäåíèåì.

Ïðÿìàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè (äëÿ çàäà÷è ÂÏ) ([2], ñòð. 164).
Ïóñòü çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (2.1) ðàçðåøèìà â òî÷êå x̃ ∈
Arg(2.1) è ∃ p ∈ Rn : [f1(p), . . . , fm(p)] < 0 (óñëîâèå Ñëåéòåðà). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò âåêòîð ũ ≥ 0 òàêîé, ÷òî [x̃, ũ] ∈ ArgP ∗, ïðè ýòîì opt P = opt P ∗,
ò.å. f0(x̃) = F (x̃, ũ).

Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñâîéñòâî: åñëè x̄ è [x′, u′] äîïóñòèìû îòíîñèòåëüíî
çàäà÷ P è P ∗, òî

f0(x̄) ≥ F (x′, u′). (2.3)

Ñëåäñòâèå. Åñëè â (2.3) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f0(x̄) = F (x′, u′),

òî x̄ ∈ Arg P è [x′, u′] ∈ Arg P ∗ (ðàâíûì îáðàçîì x′ ∈ Arg P ).

Ñäåëàåì çàìå÷àíèå ê âîïðîñó î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé, ôîðìèðó-
þùèõ çàäà÷ó (2.1). Ýòîãî óñëîâèÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî èçáåæàòü. Ïóñòü,
íàïðèìåð, èìååì çàäà÷ó âèäà

min {f0(x) + rf̄(x) | fi(x) ≤ 0, i ∈ I ⊂ 1,m }, (2.4)

ãäå r > 0, f̄(x) := max
i∈1,m \I

f+
j (x). Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â ìåòî-

äàõ òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé. Ôóíêöèÿ f̄(x) íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,
äèôôåðåíöèðóåìîé.

Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (2.4) â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

min {f0(x) + r t | fj(x) ≤ t, j ∈ 1,m \ I, fi(x) ≤ 0, i ∈ I, t ≥ 0}.

Äëÿ ýòîé çàäà÷è íóæíûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè âûïîëíÿþòñÿ (åñòå-
ñòâåííî, â ïðåäïîëîæåíèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé {fj(x)}m

1 ), ïîýòî-
ìó ê ìîäèôèöèðîâàííîé ñèòóàöèè ïðèìåíèìî ïðàâèëî ôîðìèðîâàíèÿ äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è ïî ïðàâèëó (2.2).
2.2. Ñèììåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à è S-òåõíîëîãèè
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Òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè â ï. 2.1 è åå ñëåäñòâèå ïîäñêàçûâàþò âûäåëåíèå â
êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî îáúåêòà ñèñòåìó

S : fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , m, 5Fx(x, u) = 0, u ≥ 0, f0(x) ≤ F (x, u). (2.5)

Ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå. Åñëè x̄ è ū ≥ 0 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå S, òî x̄ ∈
Arg P , [x̄, ū] ∈ Arg P ∗.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à P ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå íåðàâåíñòâ, êîòîðóþ è íóæíî
ðåøàòü. Ðåøèâ åå, ìû òåì ñàìûì íàõîäèì êàê ðåøåíèå x̃ çàäà÷è P , òàê è
ðåøåíèå [x̃, ũ] çàäà÷è P ∗.

Ïðèâåäåì ïðèìåð. Åñëè P � çàäà÷à ËÏ: min {(c, x) | Ax ≤ b}, òî ñèììåò-
ðè÷åñêîé çàäà÷åé áóäåò

S : Ax ≤ b, ATu = c, u ≥ 0, (c, x) ≤ (b, u).

Ââåäåì òåðìèí �S-òåõíîëîãèÿ�. Ñìûñë S-òåõíîëîãèè ñîñòîèò â ðåäóêöèè
çàäà÷è îïòèìèçàöèè ê ñèñòåìå íåðàâåíñòâ ÷åðåç òåõíèêó ôîðìèðîâàíèÿ ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû S è åå ïðåîáðàçîâàíèè ê âèäó, óäîáíîìó äëÿ ïðèìåíå-
íèÿ òåõ èëè èíûõ ïðîöåäóð åå ðåøåíèÿ.

Èçîáðàçèì ñõåìàòè÷åñêè íàçâàííóþ òåõíîëîãèþ

P↘
↓ S

∼−→ S̃ −→ FfM .

P ∗↗

Ïðîêîììåíòèðóåì ýòó ñõåìó:
P � çàäà÷à ÂÏ (2.1);
P ∗ � äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à (2.2);
S � ñèììåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à (2.5);
S̃ � ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçîâàííàÿ çàäà÷à ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé M̃ 6= ∅, äëÿ
êîòîðîãî ìîæíî ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå M -ôåéåðîâñêîå îòîáðàæåíèå (èëè
çàìêíóòîå); åñëè òàêîå îòîáðàæåíèå ïîñòðîåíî, òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, èì
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ïîðîæäàåìûé, áóäåò ñõîäèòüñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû S, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò
äàâàòü êàê ðåøåíèå çàäà÷è P , òàê è çàäà÷è P ∗;
FfM � êëàññ M̃ -ôåéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé.

3. Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû ( [1], ãë. VI)

Áàçîâûì ïîíÿòèåì, ëåæàùèì â îñíîâàíèè ôåéåðîâñêèõ ìåòîäîâ, ÿâëÿåòñÿ
ïîíÿòèå M -ôåéåðîâñêîãî îòîáðàæåíèÿ T : Rn → Rn òàêîãî, ÷òî îáðàç T (x)

ýëåìåíòà x /∈ M áëèæå ê ëþáîé òî÷êå y ∈ M , ïðè ýòîì T (y) = y, ∀ y ∈ M .
Çäåñü M � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç Rn. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì
M -ôåéåðîâñêîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðî-
âàíèÿ íà M : Pr

M
(x). Ïîýòîìó íà M -ôåéåðîâñêîå îòîáðàæåíèå ìîæíî ñìîò-

ðåòü êàê íà íåêîòîðîå îáîáùåíèå îïåðàöèè ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ.
Îáîçíà÷èì êëàññ M -ôåéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé ÷åðåç F

M
. Â ïðèêëàäíûõ àñ-

ïåêòàõ M -ôåéåðîâñêèå îòîáðàæåíèÿ êîíñòðóèðóþòñÿ, êàê èç ýëåìåíòàðíûõ
êèðïè÷èêîâ, èç ïðîñòûõ ïðîåêòèðîâàíèé íà ïðîñòûå ìíîæåñòâà: ãèïåðïëîñ-
êîñòü, ïîëóïðîñòðàíñòâî, ïàðàëëåëåïèïåä, íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò, ëèíåé-
íîå ìíîãîîáðàçèå, çàäàâàåìîå êîíå÷íîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, è äð.
Ïðèâåäåì ïðèìåð.

Ïóñòü

M := {x | lj(x) := (aj, x)− bj ≤ 0, j = 1, . . . , m} 6= ∅,

ò.å. M � ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Ïî-
ëîæèì T (x) :=

m∑
j=1

αj Pr
Mj

(x), ãäå αj > 0,
m∑

j=1
αj = 1. Îòîáðàæåíèå T (x),

ñèíòåçèðîâàííîå èç ýëåìåíòàðíûõ ïðîåêòèðîâàíèé, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì
M -ôåéåðîâñêèì, ïðè ýòîì {xk+1 = T (xk)}∞k=0 → x′ ∈ M .

Ìåòîäû ôåéåðîâñêîãî òèïà, ñîîòíåñåííûå ê çàäà÷àì ðåøåíèÿ ñèñòåì ëè-
íåéíûõ è âûïóêëûõ íåðàâåíñòâ, à òàêæå çàäà÷àì ëèíåéíîãî è âûïóêëîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàçâèòû äîñòàòî÷íî õîðîøî. Íèæå îñòàíîâèìñÿ êðàòêî
íà îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ è òåîðåìàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê òåîðèè ôåéåðîâñêèõ îïå-
ðàòîðîâ è ïîðîæäàåìûõ èìè ïðîöåññàõ, ñõîäÿùèõñÿ ê ðåøåíèþ òîé èëè èíîé
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ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

3.1. Èñõîäíûå îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ
Ïóñòü T � îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èç X â X è Fix T =: M 6= ∅. Çäåñü

Fix T � ìíîæåñòâî òî÷åê íåïîäâèæíîñòè îòîáðàæåíèÿ T .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Îòîáðàæåíèå T ∈ {X → X} íàçûâàåòñÿ M -ôåéå-
ðîâñêèì, åñëè äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

T (y) = y, ‖T (x)− y‖ < ‖x− y‖, ∀ y ∈ M, ∀x /∈ M.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå T ∈ {X → 2X} íàçû-
âàåòñÿ M -ôåéåðîâñêèì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

T (y) = y, ‖z − y‖ < ‖x− y‖, ∀ y ∈ M, ∀ z ∈ T (x), ∀x /∈ M.

Ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîãî îòîáðàæåíèÿ.
Ïóñòü M := {x | fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , m} 6= ∅, {fj(x)}m

1 � âûïóêëûå
ôóíêöèè, d(x) = max

(j)
fj(x), J(x) := {j | d(x) = fj(x)}. Ïîëîæèì

T (x) :=
{

x− λ
d+(x)

‖h‖2 h
∣∣∣ h ∈

∑

j∈J(x)

αj∂fj(x), αj ≥ 0,
∑

j∈J(x)

αj = 1
}

, (3.1)

0 < λ < 2, ∂fj(x) � ñóáäèôôåðåíöèàë âûïóêëîé ôóíêöèè fj(x). Ýòî îòîáðà-
æåíèå óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ 3.2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F
M
êëàññ M -ôåéåðîâñêèõ (êàê îäíîçíà÷íûõ, òàê è ìíîãî-

çíà÷íûõ) îòîáðàæåíèé. Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå çàìêíó-
òîñòè îòîáðàæåíèÿ T ∈ F

M
, êîòîðîå ñîñòîèò â âûïîëíèìîñòè ñëåäóþùåé

èìïëèêàöèè

({xk} → x′, {yk} → y′, yk ∈ T (xk)) =⇒ y′ ∈ T (x′).

Êëàññ çàìêíóòûõ M -ôåéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé áóäåì îáîçíà÷àòü F
M
. Åñëè

îòîáðàæåíèå T ∈ F
M

îäíîçíà÷íî è çàìêíóòî, òî îíî íåïðåðûâíî.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ
M -ôåéåðîâñêîé, åñëè

{xk} ∩M = ∅, ‖xk+1 − y‖ < ‖xk − y‖, ∀ y ∈ M, ∀ k = 0, 1, . . . .
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Î ï ð å ä å ë å í è å 3.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ⊂ Rn íàçîâåì ïî÷òè
M -ôåéåðîâñêîé, åñëè

{xk} ∩M = ∅, ‖xk+1 − y‖ ≤ ‖xk − y‖, ∀ y ∈ M, ∀ k = 0, 1, . . . ,

ïðè÷åì ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò M -ôåéåðîâñêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ò.å. ∃ {xjk

} ⊂ {xk}:
‖xjk+1 − y‖ < ‖xjk

− y‖, ∀ y ∈ M, ∀ k = 0, 1, . . . .

Ï ð è ì å ÷ à í è å ê îïðåäåëåíèþ 3.4. Åñëè èç ïî÷òè M -ôåéåðîâñêîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè óáðàòü âîçìîæíûå ïîâòîðåíèÿ, òî îñòàíåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, èìåíóåìàÿ ñëàáî M -ôåéåðîâñêîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó
îïðåäåëåíèþ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} íàçûâàåòñÿ ñëàáî
M -ôåéåðîâñêîé, åñëè

{xk} ∩M = ∅, ‖xk+1 − y‖ ≤ ‖xk − y‖, ∀ y ∈ M, xk+1 6= xk, ∀ k.

Çàìåòèì, ÷òî òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîðîæäàþòñÿ ñëàáî M -ôåéåðîâñêè-
ìè îòîáðàæåíèÿìè T ñî ñëåäóþùèì èõ îïðåäåëåíèåì:

T (y) = y, ‖T (x)− y‖ ≤ ‖x− y‖, ∀ y ∈ M, ∀x /∈ M, T (x) 6= x.

Ëåãêî ïðîâåðèòü ñâîéñòâî: åñëè T (x) � ñëàáî M -ôåéåðîâñêîå, òî Tα(x) :=

α T (x) + (1− α)x ÿâëÿåòñÿ M -ôåéåðîâñêèì ïðè α ∈ (0, 1).
Íèæå áóäåì ïîëàãàòü X = Rn.
Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ñâîéñòâà è ôàêòû,

îòíîñÿùèåñÿ ê M -ôåéåðîâñêèì îòîáðàæåíèÿì è M -ôåéåðîâñêèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿì.

10. Åñëè F
M
6= ∅, òî ìíîæåñòâî M àâòîìàòè÷åñêè âûïóêëî è çàìêíóòî.

20. Åñëè M âûïóêëî è òåëåñíî, òî ëþáàÿ M -ôåéåðîâñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xk} ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó x′ ∈ Rn.

30. Åñëè T ∈ F
M

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ïîðîæäåíà ïðîöåññîì

{xk+1 ∈ T (xk)}∞k=0, (3.2)
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ïðè÷åì {xk} ∩M = ∅, òî {xk} � M -ôåéåðîâñêàÿ.

40. Åñëè {xk}� M -ôåéåðîâñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è íåêîòîðàÿ ïðåäåëüíàÿ
åå òî÷êà x′ ïðèíàäëåæèò M , òî {xk} → x′.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Åñëè T ∈ F
M

è T (x) íåïðåðûâíî, òî

{xk+1 = T (xk)}∞k=0 → x′ ∈ M.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Åñëè T ∈ F
M
, òî

{xk+1 ∈ T (xk)}∞k=0 → x′ ∈ M.

Ïîñêîëüêó, êàê óæå îòìå÷àëîñü, îòîáðàæåíèå (3.1) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
M -ôåéåðîâñêèì, òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.2 ïðîöåññ òèïà (3.2) ñõîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ ñîâìåñòíîé ñèñòåìû âûïóêëûõ íåðàâåíñòâ fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , m.

3.2. Áàçîâûå êîíñòðóêöèè ôåéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îïåðàòîð Pr

M
(x) ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà âû-

ïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì M -ôåéåðîâñêèì. Ïðîåê-
òèðîâàíèå íà ïðîñòåéøèå âûïóêëûå ìíîæåñòâà îñóùåñòâëÿåòñÿ âåñüìà ïðî-
ñòî, ê òàêèì ïðîñòûì (ýëåìåíòàðíûì) ìíîæåñòâàì ìîæíî îòíåñòè ãèïåð-
ïëîñêîñòü, ïîëóïðîñòðàíñòâî, ïàðàëëåëåïèïåä, íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò, øàð
è äð. Åñëè èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ïðîñòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ
Mj ⊂ Rn, j = 1, . . . , m è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîâîêóïíîñòü îïåðàòîðîâ ïðîåê-
òèðîâàíèÿ íà íèõ Pr

Mj
(x), j = 1, . . . , m (îíè ÿâëÿþòñÿ Mj-ôåéåðîâñêèìè), òî

èç ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ ïðîåêòèðîâàíèé ìîæíî êîíñòðóèðîâàòü (ðàçíûìè ñïî-
ñîáàìè) áîëåå ñëîæíûå ôåéåðîâñêèå îòîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà
M :=

m⋂
j=1

Mj 6= ∅.
Ïðèâåäåì áàçîâûå êîíñòðóêöèè òàêîãî ðîäà, îäíàêî îíè áóäóò íèæå äàíû

ñ áîëåå îáùèõ ïîçèöèé.
Èòàê, ïóñòü Tj ∈ FMj

, j = 1, . . . , m è M :=
m⋂

j=1
Mj 6= ∅.

Óòâåðæäåíèå 3.3. Ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ:

(Tj ∈ FMj
, j = 1, . . . ,m) =⇒ T α(x) :=

m∑
j=1

αjTj(x) ∈ F
M
,
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çäåñü αj > 0,
m∑

j=1
αj = 1.

Óòâåðæäåíèå 3.4. Åñëè σ := (j1, . . . , jm) � ëþáîå óïîðÿäî÷åíèå èíäåêñîâ
j = 1, . . . , m, òî

T (σ)(x) := Tj1 Tj2 . . . Tjm(x) ∈ F
M
.

Ï ð è ì å ÷ à í è å 3.1. Åñëè â ýòèõ óòâåðæäåíèÿõ {Tj(x)}m
1 íåïðåðûâíû,

òî T (α)(x) è T (σ)(x) íåïðåðûâíû; åñëè æå îíè çàìêíóòû, òî T α(x) è T (σ)(x)

òàêæå çàìêíóòû. Ñëåäîâàòåëüíî, ê ïîñëåäíèì ìîæíî ïðèìåíèòü óòâåðæäå-
íèÿ 3.1 è 3.2 î ñõîäèìîñòè ïðîöåññîâ, èìè ïîðîæäàåìûõ.

Ðàññìîòðèì åùå îäíó êîíñòðóêöèþ îòîáðàæåíèÿ T ∈ F
M
, ïîëó÷àåìîãî èç

{Tj}m
1 . Ïóñòü äëÿ ìíîæåñòâ Mj çàäàíû ôóíêöèè dj(x), îáëàäàþùèå ñâîé-

ñòâîì: dj(y) = 0 äëÿ y ∈ Mj è dj(x) > 0 äëÿ x /∈ Mj. Áóäåì ñ÷èòàòü ýòè
ôóíêöèè âûïóêëûìè. Ââåäåì d(x) := max

(j)
dj(x) è J(x) := {j | d(x) = dj(x)}

(ýòà ñèòóàöèÿ êîïèðóåò óæå ðàññìîòðåííûå ñèòóàöèè).
Ââåäåì îòîáðàæåíèå

T (x) := conv {Tjx(x) | jx ∈ J(x)}; (3.3)

çäåñü conv � ñèìâîë âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâ, ñòîÿùèõ â ñêîáêàõ { }.

Óòâåðæäåíèå 3.5. Îòîáðàæåíèå (3.3) ÿâëÿåòñÿ M -ôåéåðîâñêèì, ïðè
ýòîì åñëè {Tj(x)}m

1 çàìêíóòû, òî îòîáðàæåíèå T (x) çàìêíóòî.

Ï ð è ì å ÷ à í è å 3.2. Â óòâåðæäåíèÿõ 3.3�3.5 âñå ìíîæåñòâà Mj, j =

1, . . . , m ìîãóò ñîâïàäàòü, ïðè ýòîì ñîäåðæàòåëüíîñòü ýòèõ óòâåðæäåíèé íå
óòðà÷èâàåòñÿ. Áîëåå òîãî, ýòè ÷àñòíûå óòâåðæäåíèÿ ïîä÷åðêèâàþò â ÿâíîì
âèäå òîò âàæíûé ôàêò, ÷òî èç âñÿêîé êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè M -ôåéåðîâñêèõ
îòîáðàæåíèé ìîæíî ñòðîèòü íîâûå îòîáðàæåíèÿ èç F

M
ñïîñîáàìè, çàôèêñè-

ðîâàííûìè â óòâåðæäåíèÿõ 3.3�3.5. Èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî êëàññ
îòîáðàæåíèé F

M
çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âûïóêëîé ñóììû ëþáîé êîíå÷íîé ñî-

âîêóïíîñòè îòîáðàæåíèé èç F
M

è îòíîñèòåëüíî ëþáîé èõ ñóïåðïîçèöèè, ò.e.
F

M
ÿâëÿåòñÿ ñâîåãî ðîäà âûïóêëîé àëãåáðîé.
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4. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ S-òåõíîëîãèè

Ïðèìåð 1.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðîåêòèðîâàíèÿ ýëåìåíòà p íà ìíîãîãðàííèê M :=

{x | Ax ≤ b}, ÷òî ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

min
{1

2
‖x− p‖2

∣∣∣ Ax ≤ b
}

.

Ïîëîæèì L(x, u) := 1
2 ‖x− p‖2 +(u,Ax− b) (= 1

2 ‖x− p‖+(ATu, x)− (b, u)).
Èìååì

5xL(x, u) = (x− p) + ATu.

Âûïèøåì ñèììåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó:
Ax ≤ b;

x− p + ATu = 0, u ≥ 0;

1

2
‖x− p‖2

︸ ︷︷ ︸
f0(x)

≤ 1

2
‖x− p‖2 + (Ax− b, u)

︸ ︷︷ ︸
F (x,u)

.





(4.1)

Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííîé x, ïîëó÷èì
ýêâèâàëåíò ñèñòåìû (4.1):

−(AAT )u ≤ b− Ap, u ≥ 0, ‖ATu‖2 − (Ap− b, u) ≤ 0,

èëè
uT (AAT )u− (Ap− b, u) ≤ 0, u ≥ 0;

−(AAT )u ≤ b− Ap.
(4.2)

Ñèñòåìà (4.2) ñîñòîèò èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî u íåðàâåíñòâ
(âòîðàÿ ñòðîêà) è îäíîãî êâàäðàòè÷íîãî âûïóêëîãî íåðàâåíñòâà (ïåðâàÿ ñòðî-
êà). Íàéäÿ ðåøåíèå ū ñèñòåìû (4.2) òåì èëè èíûì ìåòîäîì, íàïðèìåð, ôåé-
åðîâñêèì, ìû ïî ôîðìóëå x = p − AT ū íàõîäèì x̄, ïðè ýòîì âåêòîð x̄ áóäåò
ïðîåêöèåé òî÷êè p íà ìíîãîãðàííèê M = {x | Ax ≤ b}.

Ïðèìåð 2.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

P : min
{1

2
(x− p)TQ(x− p) + (c, x)

∣∣∣ Ax ≤ b, Bx = d
}

(4.3)
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â ïðåäïîëîæåíèè òîãî, ÷òî Q � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Â ðàì-
êàõ ñõåìû ïîëó÷åíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å (2.1),
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó åå âèäó:

A(p−Q−1(ATu + BTv + c)) ≤ b, (4.4)

B(p−Q−1(ATu + BTv + c)) = d, (4.5)
(ATu + BTv)TQ−1(ATu + BTv) + (bT + (Q−1c− p)TAT )u+

+(dT + (Q−1c− p)TBT )v ≤ 0, u ≥ 0.
(4.6)

Â ýòîé ñèñòåìå ïîäñèñòåìû (4.4) è (4.5) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îòíîñèòåëü-
íî [u, v], à íåðàâåíñòâî (4.6) � âûïóêëîå îòíîñèòåëüíî [u, v], òàê ÷òî ê ýòîé
ñèñòåìå ìîæåò áûòü ïðèìåíåí òîò èëè èíîé âàðèàíò ôåéåðîâñêîãî ìåòîäà.
Åñëè [ū, v̄] � íåêîòîðîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.4)�(4.6), òî ðåøåíèå çàäà÷è (4.3)
îòûñêèâàåòñÿ ïî ôîðìóëå x̄ = p−Q−1(AT ū + BT v̄ + c).

5. Çàäà÷à ïîèñêà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ìíîãîãðàííèêàìè

Ïóñòü
M := {x | Ax ≤ b} è N := {y | By ≤ d}.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó

min
{1

2
‖x− y‖2

∣∣∣ Ax ≤ b, By ≤ d
}

. (5.1)

Öåëü: ñâåñòè åå ê ðåøåíèþ íåêîòîðîé ñèñòåìû âûïóêëûõ íåðàâåíñòâ (òî÷íåå,
ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è îäíîìó âûïóêëî-êâàäðàòè÷íîìó íåðàâåí-
ñòâó).

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ âàæíîé â ñâÿçè ñ àêòóàëüíîñòüþ âî-
ïðîñîâ ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè ãèïåðïëîñêîñòüþ íåïåðåñåêàþùèõñÿ âûïóêëûõ
ìíîæåñòâ (ïóñòü, ìíîãîãðàííèêîâ) â äèñêðèìèíàíòíîì àíàëèçå. Âîïðîñû ðàç-
äåëèìîñòè ìíîãîãðàííèêîâ õîðîøî ðàçðàáîòàíû. Áîëåå ñëîæíûé âîïðîñ � î
ðàçäåëèìîñòè ñëîåì íàèáîëüøåé òîëùèíû, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, â êîíñòðóê-
òèâíîì ïëàíå, çàäà÷å îòûñêàíèÿ òî÷åê x̄ ∈ M è ȳ ∈ N , ðåàëèçóþùèõ
min
x∈M
y∈N

‖x− y‖.
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Èòàê, ðàññìîòðèì çàäà÷ó (5.1). Çàïèøåì åå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

F (x, y, ; u, v) :=
1

2
‖x− y‖2 + (Ax− b, u) + (By − d, v), [u, v] ≥ 0.

Ïîäñ÷èòàåì

5x,yF (x, y; u, v) = 0 : (x− y) + ATu = 0, y − x + BTv = 0. (5.2)

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé çàäà÷è íóæíî ñôîðìèðîâàòü íåðàâåí-
ñòâî
1

2
‖x− y‖2 ≤ F (x, y; u, v) =

1

2
‖x− y‖+ (ATu, x)− (b, u) + (BTv, y)− (d, v),

÷òî äàåò
0 ≤ (ATu, x) + (BTv, y)− (b, u)− (d, v). (5.3)

Ïîäñòàâëÿÿ â (5.3) ATu è BTv èç (5.2), ïîëó÷àåì ‖x−y‖2 +(b, u)+(d, v) ≤ 0.
Â èòîãå ïîëó÷àåì ñèñòåìó

Ax ≤ b, By ≤ d; (5.4)1

x− y = −ATu; (5.4)2

x− y = BTv; (5.4)3

‖x− y‖2 + (b, u) + (d, v) ≤ 0; (5.4)4

[u, v] ≥ 0. (5.4)5





(5.4)

Èìåÿ â âèäó (5.4)2, âåëè÷èíó ‖x− y‖2 (= (x− y, x− y)) ìîæíî çàìåíèòü
íà (ATu,ATu) = uT (AAT )u. Òàê êàê x = y−ATu, òî ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå
â (5.4)1 è (5.4)3, ïîëó÷èì èòîãîâóþ ñèñòåìó:

A(y − ATu) ≤ b, By ≤ d,

ATu + BTv = 0,

uT (AAT )u + (b, u) + (d, v) ≤ 0,

[u, v] ≥ 0.

(5.5)

Ñèñòåìà (5.5) ñîäåðæèò ïîäñèñòåìó ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî [y, u, v] íåðà-
âåíñòâ è îäíî âûïóêëîå êâàäðàòè÷íîå íåðàâåíñòâî. Íàéäÿ åå ðåøåíèå [ȳ, ū, v̄],
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ïî ôîðìóëå x = ȳ−AT ū íàõîäèì âåêòîð x̄, êîòîðûé â ïàðå ñ ȳ äàåò òî÷êè èç M

è N , ðåàëèçóþùèå ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè. Ïî x̄ è ȳ ñòðîèòñÿ ñèëüíî
ðàçäåëÿþùàÿ M è N ãèïåðïëîñêîñòü Hπ :=

{
x

∣∣∣
(
x− x̄ + ȳ

2 , x̄− ȳ
)}

= 0.

6. Ñèëüíàÿ îòäåëèìîñòü ìíîãîãðàííèêîâ, çàäàííûõ âûïóêëûìè
îáîëî÷êàìè äâóõ ñîâîêóïíîñòåé êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê

Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà M := conv {pi}k
i=1 è N := conv {qi}s

j=1, ò.å.

M =
{

x ∈ Rn
∣∣∣ x =

k∑

i=1

αipi, αi ≥ 0,
k∑

i=1

αi = 1
}

,

N =
{

y ∈ Rn
∣∣∣ y =

s∑
j=1

βjqj, βi ≥ 0,
s∑

j=1

βj = 1
}

.

Òî÷êè pi è qj áóäåì ñ÷èòàòü âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè, ðàâíûì îáðàçîì âåêòîðû
α := [α1, . . . , αk]

T è β := [β1, . . . , βs]
T . Îáðàçóåì ìàòðèöû A := [p1, . . . , pk] è

B := [q1, . . . , qs]. Ïîëîæèì e1 = [1, . . . , 1]T︸ ︷︷ ︸
k

, e2 = [1, . . . , 1]T︸ ︷︷ ︸
s

. Ñôîðìóëèðóåì

çàäà÷ó
min

{1

2
‖x− y‖2

∣∣∣ x ∈ M, y ∈ N
}

.

Â àíàëèòè÷åñêîé çàïèñè ýòà çàäà÷à áóäåò èìåòü âèä:

min
{1

2
‖x− y‖2

∣∣∣ x = Aα, y = Bβ, eT
1 α = 1, eT

2 β = 1, α ≥ 0, β ≥ 0
}

. (6.1)

Ðåøåíèå ñôîðìèðîâàííîé çàäà÷è áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî S-òåõíîëîãèè. Îãðà-
íè÷åíèÿì çàäà÷è (6.1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèè äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå:

Aα− x = 0 −→ uα, Bβ − y = 0 −→ uβ;

−α ≤ 0 −→ v1, −β ≤ 0 −→ v2; eT
1 α− 1 −→ t1, et

2β − 1 −→ t2.
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Â ñèìâîëàõ uα è uβ áóêâû α è β � ïðîñòî ìåòêè. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà, ñîîò-
íåñåííàÿ çàäà÷å (6.1), çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

F (x, y, α, β; uα, uβ; v1, v2; t1, t2) := 1
2 ‖x− y‖2 + uT

α(Aα− x)+

+uT
β (Bβ − y)− vT

1 α− vT
2 β + t1(e

T
1 α− 1) + t2(e

T
2 β − 1) ≡

≡ 1
2 ‖x− y‖2 + (ATuα − v1 + t1e

T
1 )Tα + (BTuβ − v2 + t2e

T
2 )Tβ−

−uT
αx− uT

β y − t1 − t2.

Âûïèøåì ãðàäèåíòû ôóíêöèè F (·) ïî ïåðåìåííûì x, y, α è β ñ ïðèðàâíèâà-
íèåì èõ íóëþ:

5xF (·) = x− y − uα = 0, (6.2)1

5yF (·) = y − x− uβ = 0, (6.2)2

5αF (·) = ATuα − v1 + t1e
T
1 = 0, (6.2)3

5βF (·) = BTuβ − v2 + t2e
T
2 = 0; (6.2)4

v1 ≥ 0, v2 ≥ 0.





(6.2)

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà S èìååò ñòðóêòóðó:

îãðàíè÷åíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è [6.1]; (6.3)1

îãðàíè÷åíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è,
ò.å. ñîîòíîøåíèÿ (6.2);

]
(6.3)2

íåðàâåíñòâî 1
2 ‖x− y‖2 ≤ F (·),

÷òî ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (6.2)3, (6.2)4 äàåò:
uT

αx + uT
β y + t1 + t2 ≤ 0.


 (6.3)3





(6.3)

Óìíîæèâ ñêàëÿðíî (6.2)1 íà x, (6.2)2 � íà y è ñëîæèâ, ïîëó÷èì

‖x− y‖2 − uT
αx− uT

β y = 0,

÷òî ïîçâîëÿåò ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â (6.3)3 çàïèñàòü â âèäå

‖x− y‖2 + t1 + t2 ≤ 0.
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Çàïèøåì âñå îãðàíè÷åíèÿ, ôîðìèðóþùèå ñèñòåìó S:

Aα = x, Bβ = y,
∑
i

αi = 1,
∑
j

βj = 1, αi ≥ 0, βj ≥ 0;





(6.4)1

x− y = uα, y − x = uβ,

ATuα = v1 ≥ 0, BTuβ = v2 ≥ 0;



 (6.4)2

‖x− y‖2 + t1 + t2 ≤ 0. (6.4)3





(6.4)

Âçÿâ èç âåðõíåé ñòðî÷êè (6.4)1 çíà÷åíèÿ x = Aα, y = Bβ è ïîäñòàâèâ â
ñîîòíîøåíèÿ (6.4)2, ïîëó÷èëè

Aα−Bβ = uα, Bβ − Aα = uβ.

Äàëåå, ïîäñòàâèâ uα è uβ â (6.4)3, â èòîãå ïîëó÷èì ñèñòåìó

AT (Aα−Bβ) + t1e1 ≥ 0,

BT (Bβ − Aα) + t2e2 ≥ 0,

‖Aα−Bβ‖2 + t1 + t2 ≤ 0,
∑
i

αi = 1,
∑
j

βj = 1,

α ≥ 0, β ≥ 0.

(6.5)

Åñëè [ᾱ, β̄, t̄1, t̄2] � íåêîòîðîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.5), òî çíà÷åíèÿ ïåðåìåí-
íûõ x è y íàõîäÿòñÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèé

x̄ = Aᾱ, ȳ = Bβ̄,

à äâîéñòâåííûå îöåíêè uα, uβ, v1 è v2:

ūα = Aᾱ−Bβ̄, ūβ = −ūα; v̄1 = AT ūα + t̄1e1, v̄2 = BT ūβ + t̄2e2.

7. Ñèëüíàÿ îòäåëèìîñòü äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ, çàäàííûõ ïðÿìî-
äâîéñòâåííûì ñïîñîáîì

Ïóñòü
M := {x | Ax ≤ b}, N := conv{bj}k

1 ⊂ Rn.
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Ïîëîæèì βT := [β1, . . . , βk], eT = [1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

]. Ìíîæåñòâî N ìîæíî ïðåäñòàâèòü

òàê:
N = {y | y = Bβ, eTβ = 1, β ≥ 0},

ãäå B = [b1, . . . , bk].
Çàïèøåì çàäà÷ó

min
{1

2
‖x− y‖2

∣∣∣ Ax ≤ b, y = Bβ, eTβ = 1, β ≥ 0
}

. (7.1)

Âûïèøåì äëÿ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (7.1) äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå:

Ax ≤ b → u ≥ 0, Bβ − y = 0 → uβ,

eTβ = 1 → t, −v ≤ 0 → v ≥ 0





è ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:
F (x, y, β; u, uβ, t, v) :=

1
2 ‖x− y‖2 + (Ax− b, u) + (Bβ − y, uβ) + t[etβ − 1]− vTβ ≡

≡ 1
2 ‖x− y‖2 + (ATu, x)− (y, uβ) + (BTuβ + te− v)T

β − (b, u)− t︸ ︷︷ ︸
F0(·)

.

Ñîñòàâèì àíàëîã ñèñòåìû (2.5):

Ax ≤ b, Bβ − y = 0, eTβ = 1, β ≥ 0

(ýòî îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è (7.1));



 (7.2)1

5xF (·) = x− y + ATu = 0, u ≥ 0,

5yF (·) = y − x− uβ = 0,

5βF (·) = BTuβ + te− v = 0, v ≥ 0

(∼ BTuβ + te = v ≥ 0);





(7.2)2

1
2 ‖x− y‖2 ≤ 1

2 ‖x− y‖+ F0(·). (7.2)3





(7.2)

Íåðàâåíñòâî (7.2)3 ñ ó÷åòîì 1-ãî è 2-ãî ñîîòíîøåíèé èç (7.2)2 ïðåîáðàçóåòñÿ
â íåðàâåíñòâî

uT (AAT )u + (b, u) + t ≤ 0 (7.2)′3

(â ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè ó÷èòûâàþòñÿ ðàâåíñòâà (Ax, u) = (ATu, x) = (y −
x, x) è (y, uβ) = (y, y − x)).
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Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà S (àíàëîã ñèñòåìû (2.5) ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà-
÷å (7.1)) åñòü îáúåäèíåíèå ñèñòåì (7.2)1, (7.2)2 è âûïóêëîãî íåðàâåíñòâà (7.2)′3.

Âûïèøåì åå îòäåëüíî
Ax ≤ b, Bβ − y = 0, eTβ = 1, β ≥ 0; (7.3)1

x− y + AT = 0, u ≥ 0; (7.3)2

y − x = uβ; (7.3)3

BTuβ + te ≥ 0; (7.3)4

uT (AAT )u + bTu + t ≤ 0. (7.3)5





(7.3)

Ïåðåìåííûìè â ñèñòåìå (7.3) ÿâëÿþòñÿ x, y, β, à òàêæå u, uβ è t (äâîéñòâåí-
íûå ïåðåìåííûå). ×àñòü ïåðåìåííûõ èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè ìîæíî èñêëþ÷èòü
(ïî ìåòîäó Ãàóññà), à èìåííî. Âçÿâ x èç (7.3)2, uβ � èç (7.3)3 è ïîäñòàâèâ â
îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó S â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

A(y − ATu) ≤ b, u ≥ 0, Bβ − y = 0, eTβ = 1, β ≥ 0

BT (ATu) + te ≥ 0, uT (AAT )u + bTu + t ≤ 0 .
(7.4)

Ñèñòåìà (7.4) ñîäåðæèò ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà è óðàâíåíèÿ, à òàêæå îäíî
âûïóêëîå íåðàâåíñòâî. Ê òàêîé ñèñòåìå ïðèëîæèìû òå èëè èíûå âàðèàíòû
ôåéåðîâñêèõ ìåòîäîâ. Åñëè íàéäåíî (òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî) íåêîòîðîå ðå-
øåíèå [ȳ, β̄, β̄, t̄] ñèñòåìû (7.4), òî çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ íàõîäÿòñÿ
(òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî) ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì: x̄ = ȳ − AT ū, ūβ = ȳ − x̄,
v̄ = BT ūβ + t̄e (âñå ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàþò èç ñèñòåìû (7.2)).

Ñäåëàåì òàêîå çàìå÷àíèå. Âñå ñîîòíîøåíèÿ â ñèñòåìå (7.4) çàïèñàíû â ìàò-
ðè÷íîì âèäå. Ýòî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìåòîäû åå ðåøåíèÿ â ìàòðè÷íûõ ïðîöå-
äóðàõ, ÷òî ïðèëîæèìî è ê ôåéåðîâñêèì ìåòîäàì.

Ëèòåðàòóðà
1. Åðåìèí È.È. Òåîðèÿ ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè. �Åêàòåðèíáóðã: èçä-âî "Åêà-

òåðèíáóðã", 1999. �312 c.

2. Ââåäåíèå â íåëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå / Ïîä ðåä. Ê.-Õ. Ýëüñòåðà. �
Ì.: Íàóêà, 1985. �264 c.

18



ÓÄÊ 519.6

Ôåéåðîâñêèå ìåòîäû ñèëüíîé îòäåëèìîñòè âûïóêëûõ ïî-
ëèýäðàëüíûõ ìíîæåñòâ
Åðåìèí È.È. Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà.

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåäóêöèè çàäà÷ âûïóêëîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ (â ðàçíûõ ïîñòàíîâêàõ) ê íåêîòîðîé êîíñòðóêòèâ-
íî çàäàâàåìîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ è îäíîãî âûïóêëîãî íåðàâåíñòâà,
à äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé ïîäêëþ÷àåòñÿ ôåéåðîâñêèé ïðîöåññ. Ðå-
äóêöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ôîðìèðîâàíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ñè-
ñòåìû íåðàâåíñòâ, ÿâëÿþùåéñÿ ðåçóëüòàòîì îáúåäèíåíèÿ îãðàíè-
÷åíèé ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ è îäíîãî íåðàâåíñòâà, ñâÿçûâà-
þùåãî èõ öåëåâûå ôóíêöèè. Äàëåå ýòà ñèñòåìà óïðîùàåòñÿ çà ñ÷åò
ãàóññîâñêèõ èñêëþ÷åíèé. Â öåëîì ñôîðìóëèðîâàííûé ïðîöåäóðíûé
ïðîöåññ â ðàáîòå íàçâàí S-òåõíîëîãèåé.
Ïî ñõåìå S-òåõíîëîãèè ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ îáùèõ çàäà÷
êâàäðàòè÷íî-âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à òàêæå çàäà÷è îòäåëè-
ìîñòè íåïåðåñåêàþùèõñÿ âûïóêëûõ ïîëèýäðîâ ñëîåì ìàêñèìàëüíîé
òîëùèíû ïðè ðàçíûõ çàäàíèÿõ ýòèõ ïîëèýäðîâ, à èìåííî: ïðè çà-
äàíèè ëèáî ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ëèáî âûïóêëûìè îáî-
ëî÷êàìè êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Ðàññìîòðåí è ñìåøàííûé âàðèàíò.
Â ñòàòüå óêàçûâàåòñÿ íà îáëàñòè ïðèëîæèìîñòè ðàññìîòðåííûõ àë-
ãîðèòìîâ.

Áèáëèîãð. 2 íàçâ. [Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ]




