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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîáñòâåííûå (ðàçðåøèìûå) è íåñîáñòâåííûå (íå èìåþùèå
ðåøåíèÿ â îáû÷íîì ñìûñëå) çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ 1-ãî, 2-ãî è
3-ãî ðîäà. Îíè ðåäóöèðóþòñÿ ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ñîâìåñòíûì
èëè íåñîâìåñòíûì. Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïîñëåäíèõ ñòðîÿòñÿ ðàçëè÷íûå
âàðèàíòû ôåéåðîâñêèõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ (ïðîöåññîâ), ñõîäÿùèõñÿ ñîîò-
âåòñòâåííî ê ðåøåíèÿì èëè êâàçèðåøåíèÿì óêàçàííûõ ñèñòåì. Îáñóæäàþòñÿ
âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèåé ýòèõ ìåòîäîâ, â
÷àñòíîñòè, âîïðîñû èõ äåêîìïîçèöèè è ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.

1. Ââåäåíèå

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñõåìû ïðèìåíåíèÿ ôåéåðîâñêèõ èòåðàöè-
îííûõ ìåòîäîâ [1, 2] äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé (èëè êâàçèðåøåíèé) ñèñòåì ëèíåé-
íûõ íåðàâåíñòâ è/èëè óðàâíåíèé è çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ), íå
îáÿçàòåëüíî ðàçðåøèìûõ. Ïîñëåäíèå â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþòñÿ íåñîáñòâåííûìè è
äåëÿòñÿ íà íåñîáñòâåííûå çàäà÷è 1-ãî, 2-ãî è 3-ãî ðîäà [3]. Òàêæå îáñóæäàþòñÿ âî-
ïðîñû ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ýòèõ ìåòîäîâ äëÿ çàäà÷ ËÏ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè
íà îñíîâå ïðèíöèïîâ äåêîìïîçèöèè, ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîïðî-
öåññîðíûõ êîìïüþòåðîâ.

Èòåðàöèîííûå ôåéåðîâñêèå ìåòîäû ïðèâëåêàòåëüíû ïðîñòîòîé èòåðàöèè, îáû÷-
íî èìåþùåé ôîðìóëüíûé âèä. Ìåòîäû ñîäåðæàòåëüíû â ñèòóàöèè ýâîëþöèîíèðó-
þùåé (èçìåíÿþùåéñÿ) ñèñòåìû èñõîäíûõ äàííûõ, â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëèòåëüíûé
ïðîöåññ ìîæåò âûñòóïàòü â ðîëè íåñòàöèîíàðíîé ìîäåëè îòñëåæèâàíèÿ îáñ÷èòû-
âàåìîãî îáúåêòà (åñëè ðå÷ü èäåò î ïðèêëàäíîé çàäà÷å, íàïðèìåð, çàäà÷å î ôèíàí-
ñîâûõ ïîòîêàõ). Ïðè èñïîëüçîâàíèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ñìÿã÷àåòñÿ òàêæå ïðî-
áëåìà íàêîïëåíèÿ îøèáîê, ñòîëü îñòðî ñòîÿùàÿ ïðè ïðèìåíåíèè êîíå÷íûõ ìåòîäîâ.
Íåäîñòàòêîì èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ îáû÷íî èõ ìåäëåííàÿ ñõîäèìîñòü (â
ôåéåðîâñêèõ ìåòîäàõ � ñõîäèìîñòü ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè). Îäíàêî ïðè
áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòÿõ ýòîò íåäîñòàòîê íå ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îãðà-
íè÷èòåëüíûì. Â ëàìèíàðíûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè (èëè ñêîðîñòè
îòñëåæèâàíèÿ) ìîæåò âïîëíå õâàòèòü. Âïðî÷åì, ýòè âîïðîñû ÿâëÿþòñÿ ñêîðåå àò-
ðèáóòàìè êîíêðåòíûõ ïðèìåíåíèé.

Â îñíîâå ôåéåðîâñêèõ ìåòîäîâ ëåæèò îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïðîñòåéøèå
âûïóêëûå ìíîæåñòâà, òàêèå êàê íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò Rn

+ = {x ∈ Rn |x ≥ 0}, ãè-
1Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ãðàíòû No. 01-01-

00563, 03-01-00565, à òàêæå Öåëåâîé ïðîãðàììîé ïîääåðæêè ìåæäèñöèïëèíàðíûõ ïðîåêòîâ, âû-
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ïåðïëîñêîñòü H := {x | (a, x) = β}, ïîëóïðîñòðàíñòâî P := {x | (a, x) ≤ β}, ëèíåéíîå
ìíîãîîáðàçèå L := {x |Ax = b}, ïàðàëëåëåïèïåä S := {x | a ≤ x ≤ d} è äð. Èòåðàöèÿ
ìåòîäà ñèíòåçèðóåòñÿ â ôîðìå íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèõ ïðî-
åêòèðîâàíèé. Ïðîñòåéøèå ïðîåêòèðîâàíèÿ âûñòóïàþò â ðîëè ýëåìåíòàðíûõ ¾êèð-
ïè÷èêîâ¿, èç êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ñàì ìåòîä, äîïóñêàþùèé áîëüøîé ïàðàëëåëèçì â
âûïîëíåíèè òåõ èëè èíûõ ñâîèõ ÷àñòåé.

Ñðàçó äàäèì ïîÿñíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé ïðîåêòèðîâàíèÿ.
Òàê ïðîåêòèðîâàíèå íà Rn

+ � ýòî ïðîñòî ïîëîæèòåëüíàÿ ñðåçêà ïðîåêòèðóåìîãî
âåêòîðà x, ò. å. PrRn

+
(x) = [x+

1 , . . . , x
+
n ]T , ãäå x+

i = max {0, xi}. Ïðîåêòèðîâàíèå íà
ãèïåðïëîñêîñòü H := {x | l(x) := (a, x)− γ = 0} ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé

PrH(x) = x− l(x)
|a|2

· a;

çäåñü è äàëåå |a| � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà a. Â ñëó÷àå ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîëó-
ïðîñòðàíñòâî P := {x | l(x) := (a, x)− γ ≤ 0} èìååì

PrP (x) = x− l+(x)
|a|2

· a.

Åñëè L := {x |Ax = b}, òî

PrL(x) = x−AT (AAT )−1(Ax− b) (1)

â ïðåäïîëîæåíèè ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòðîê ìàòðèöû A.
Òðóäîåìêîñòü è òî÷íîñòü ìàøèííîé ðåàëèçàöèè ïîñëåäíåé îïåðàöèè ïðîåêòèðî-

âàíèÿ çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè è îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A. Íèæå ìû ïîêàæåì,
÷òî â ôåéåðîâñêèõ ìåòîäàõ ïðè ïîñòðîåíèè èòåðàöèè ðàçìåðàìè è îáóñëîâëåííî-
ñòüþ èñïîëüçóåìûõ ìàòðèö ìîæíî óïðàâëÿòü.

Ñ ïîìîùüþ ôåéåðîâñêèõ îïåðàòîðîâ ëåãêî ñòðîÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëè-
æåíèé ê ðåøåíèþ íåêîòîðîé çàäà÷è. Ïóñòü, íàïðèìåð, ðå÷ü èäåò î ïîèñêå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû

Ax = b, x ≥ 0.

Âîçüìåì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ(x) :=
[
PrL(x)

]+
, ãäå L = {x |Ax = b}, ïðî-

èçâîëüíîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0 è ïîñòðîèì ïðîñòåéøèé ñõîäÿùèéñÿ èòåðà-
öèîííûé ïðîöåññ:

{ϕk(x0)}∞k=1 → x̄ ∈ L+ (= Rn
+

⋂
L). (2)

Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìèðîâàíèè ϕ(x) ó÷àñòâóåò îáðàùåíèå ìàòðèöû AAT . Åñëè ðàç-
ìåðíîñòü ïîñëåäíåé âåëèêà, ìîæíî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàçáèòü ìàòðè-
öó A è âåêòîð b íà ãîðèçîíòàëüíûå ïîëîñû ñîãëàñîâàííîé ðàçìåðíîñòè {Aj}m0

1 è
{bj}m0

1 , îáðàçîâàòü ÷àñòíûå îïåðàòîðû ϕj(x) = PrLj
(x), ãäå Lj := {x | Ajx = bj },

j = 1, . . . ,m0, è ïîëîæèòü

ϕ(x) :=
m0∑
j=1

αjϕ
+
j (x), ãäå âñå αj > 0,

m0∑
j=1

αj = 1.

Íîâîå îòîáðàæåíèå òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì (2). Îäíàêî òåïåðü ïðè âû÷èñëåíèè
ϕ(x) íåîáõîäèìî îáðàùàòü ìàòðèöû AjA

T
j ìåíüøèõ ðàçìåðîâ, ïðè÷åì ýòè îáðàùå-

íèÿ ìîæíî âûïîëíÿòü îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, íàïðèìåð íà ðàç-
íûõ ïðîöåññîðàõ íåêîòîðîé âû÷èñëèòåëüíîé ñåòè.
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Âìåñòî îïåðàòîðà ϕ(x) â (2) ìîæíî òàêæå âçÿòü ñóïåðïîçèöèþ ÷àñòíûõ îòîáðà-
æåíèé

ψ(x) = [ϕ1(ϕ2(. . . ϕm0−1(ϕm0(x)) . . .) ]+ .

Ãåíåðèðóåìàÿ ýòèì îïåðàòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψk(x0)}∞k=1 òàêæå áóäåò ñõî-
äèòüñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó x̄, ÿâëÿþùåìóñÿ èëè ðåøåíèåì ñèñòåìû Ax = b, x ≥ 0
� â ñëó÷àå åå ñîâìåñòíîñòè, èëè êâàçèðåøåíèåì � â ñëó÷àå íåñîâìåñòíîñòè. Çàìå-
òèì, ÷òî â ñëó÷àå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ Ax ≤ b, x ≥ 0 âîçìîæíà î÷åâèäíàÿ
ðåäóêöèÿ ê ñèñòåìå Ax + v = b, x ≥ 0, v ≥ 0; ïîñëåäíÿÿ èìååò òîëüêî ÷òî ðàññìîò-
ðåííûé âèä.

Îáðàòèìñÿ äàëåå ê çàäà÷àì ËÏ. Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å ËÏ, çàïèñàííîé, íà-
ïðèìåð, â ôîðìå

min {(c, x) |Ax = b, x ≥ 0}, (3)

ôåéåðîâñêóþ òåõíîëîãèþ ìîæíî ïðèìåíèòü ïîñðåäñòâîì ðåäóêöèè çàäà÷è (3) ê òàê
íàçûâàåìîé ñèììåòðè÷åñêîé ñèñòåìå íåðàâåíñòâ è óðàâíåíèé

Ax = b,

ATu + v = c,

cTx − bTu = 0,

x ≥ 0, u ≥ 0, v ≥ 0.

 (4)

Ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû èìååò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó, ïðè÷åì ýòó åñòåñòâåííóþ ñòðóê-
òóðèçàöèþ ìîæíî äîïîëíèòü èñêócñòâåííûì ïðèåìîì, çàêëþ÷àþùèìñÿ â ðàçðåçå
èñõîäíîé ìàòðèöû A íà ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå ïîäìàòðèöû Aj è Bi :

A =

 A1

...
Am0

 = [B1 . . . Bn0 ]. (5)

Âìåñòå ñ ìàòðèöåé íà áëîêè ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè ðàñ÷ëåíÿþòñÿ òàêæå
âåêòîðû c è b. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü, íàïðèìåð, ïðèåìû ïîíèæåíèÿ
ðàçìåðíîñòè îáðàùàåìûõ ìàòðèö è êîíòðîëÿ ñòåïåíè èõ îáóñëîâëåííîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, î÷åíü âàæíî, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ôåéåðîâñêèõ îïåðàòîðîâ ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è çàäà÷àì ËÏ âñå îñîáåííîñòè ñòðóê-
òóðû èñõîäíûõ äàííûõ ìîãóò áûòü ó÷òåíû, âûñòðîåíû â ñåãìåíòû ïàðàëëåëüíûõ
äëÿ îáðàáîòêè áëîêîâ ïðè ìèíèìàëüíûõ îáìåíàõ ìåæäó íèìè. Ýòî äàåò øèðîêèé
ïðîñòîð äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðèíöèïà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ è ïîðîæäàåò îïðåäåëåí-
íûé îïòèìèçì â èñïîëüçîâàíèè ôåéåðîâñêèõ ïðîöåññîâ äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ çàäà÷
ËÏ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñåòÿõ ñàìîé ðàçíîé àðõèòåêòóðû.

Íåêîòîðûé îïûò ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ôåéåðîâñêîãî òèïà èçëîæåí
â ðàáîòàõ [4, 5].

2. Ôåéåðîâñêèå îòîáðàæåíèÿ è ïðîöåññû

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâîM ⊂ Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F
M

êëàññ
M -ôåéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé ϕ(·) ∈ {Rn → Rn}; ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì

ϕ(y) = y, |ϕ(x)− y| < |x− y|, ∀y ∈M, ∀x 6∈M. (6)
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Êëàññ íåïðåðûâíûõ M -ôåéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé îáîçíà÷èì F̄
M
.

Îòîáðàæåíèå ϕ(·) ∈ {Rn → Rn} íàçîâåì íåñòðîãî M - ôåéåðîâñêèì, åñëè â (6)
ñòðîãîå íåðàâåíñòâî �<� çàìåíèòü íà �≤�. Ýòîò êëàññ îòîáðàæåíèé îáîçíà÷èì F ′

M
.

ÎïðåäåëåíèåM -ôåéåðîâñêîãî îòîáðàæåíèÿ îáîáùàåòñÿ íà òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííûé
àíàëîã ϕ(·) ∈ {Rn → 2Rn} ñîîòíîøåíèÿìè

ϕ(y) = y, |z − y| < |x− y|, ∀y ∈M, ∀x 6∈M, ∀z ∈ ϕ(x).

Îòíîñèòåëüíî ôåéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâ å ðæä å-

í è ÿ:

1. ϕ(·) ∈ F̄
M

=⇒ {ϕk(x0)}∞k=1 → x̄ ∈M .

2. ϕ(·) ∈ F ′
M

=⇒ ∀α ∈ (0, 1) : αϕ(x) + (1− α)x =: ϕα(x) ∈ F
M
.

3. F
M
6= ∅ =⇒M � âûïóêëî è çàìêíóòî.

4. Åñëè ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííûì M -ôåéåðîâñêèì îòîáðàæåíèåì è
ê òîìó æå çàìêíóòî (ò. å. èç {xk} → x̄, {yk} → ȳ, yk ∈ ϕ(xk) ñëåäóåò ȳ ∈ ϕ(x̄)), òî
(ïî àíàëîãèè ñ óòâåðæäåíèåì 1)

{xk+1 ∈ ϕ(xk)}∞k=1 → x′ ∈M.

5. Åñëè ϕj(·) ∈ F
Mj
, j = 1, . . . ,m, ïðè÷åì M :=

⋂m
j=1Mj 6= ∅, òî äëÿ ëþáîé

ñèñòåìû ïîëîæèòåëüíûõ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ αj > 0,
∑m

j=1 αj = 1, èìååì

ϕ(x) :=
m∑

j=1

αjϕj(x) ∈ FM
.

6. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñïðàâåäëèâî

ψ(x) = ϕ1(ϕ2(. . . ϕm−1(ϕm(x)) . . .) ∈ F
M
.

Ïðèâåäåì íàèáîëåå ïðîñòûå ïðèìåðû ôåéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé.

Ïðèìåð 1. ÏóñòüM =
⋂m

j=1 Mj 6= ∅, ãäåMj = {x | lj(x) := (aj , x)−bj ≤ 0}. Òîãäà

ϕj(x) = x− λj
l+j (x)

|aj |2 · aj ∈ FMj
,

ϕ(x) =
m∑

j=1

αjϕj(x) = x−
m∑

j=1

αjλj
l+j (x)

|aj |2 ∈ F
M

;

çäåñü âñå αj > 0,
∑m

j=1 αj = 1; âñå λj ∈ (0, 2) .

Ïðèìåð 2. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ïîëîæèì d(x) =
∑m

j=1 l
+2

(x),

M̃ = Arg min
(x)

d(x). Ïóñòü δ =
∑m

j=1 |aj |2, αj = |aj |2/δ, λj = λ ∈ (0, 2). Òîãäà

ϕ(x) := x− (λ/2δ)∇d(x) ∈ F
fM
. (7)

Ïðèìåð 3. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðèìåðà 1 èìååò ìåñòî

ψ(x) = ϕ1(ϕ2(. . . (ϕm(x)) . . .) ∈ F
M
. (8)
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Ïðèìåð 4. Åñëè M � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî

Pr
M

(x) ∈ F̄
M
. (9)

Ïðèìåð 5. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðèìåðà 1 èìååò ìåñòî

ϕ(x) := x− λ
ajx

|ajx
|2

max
(j)

l+j (x) ∈ F
M

; (10)

çäåñü jx � ëþáîé èç èíäåêñîâ, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ max
(j)

l+j (x). Çàìåòèì, ÷òî ϕ(x)

� òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

Ïðèìåð 6. Ïóñòü f(x) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, M = {x | f(x) ≤ 0} 6= ∅, λ ∈ (0, 2).
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ϕ(x) =


⋃

h∈∂f(x)

(
x− λf+(x) h

|h|2
)
, åñëè 0 /∈ ∂f(x);

x � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òîãäà ϕ(x) � çàìêíóòîå M -ôåéåðîâñêîå îòîáðàæåíèå.

3. Áàçîâûå òåîðåìû ñõîäèìîñòè

Ïðèâåäåì ðÿä òåîðåì, êîòîðûå ïîçâîëÿò íàì ïîñòðîèòü ôåéåðîâñêèå èòåðàöèîí-
íûå ìåòîäû äëÿ íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ ïî ðîäàì èõ íåñîáñòâåííîñòè (ò. å. 1-ãî,
2-ãî è 3-ãî ðîäà). Ïåðâàÿ èç ýòèõ òåîðåì èìååò ñâîèì îñíîâàíèåì ñâîéñòâà 1, 5 è 6
èç ïàðàãðàôà 2.

Ïóñòü {ϕj(·)}m
1 ⊂ F

M
. Îòîáðàæåíèå âèäà ϕk1

j1
(ϕk2

j2
(. . . ϕkm−1

jm−1
(ϕkm

jm
(x)) . . .) íàçîâåì

îäíî÷ëåííûì ïîçèíîìîì ñ áàçîé {ϕj}m
1 . Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå äëÿ âûïóêëîé

îáîëî÷êè ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé

ñî{ϕj}m
1 :=

{∑m

j=1
αjϕj(·) | âñå αj ≥ 0,

∑m

j=1
αj = 1

}
.

Òå î ð åì à 1. Ïóñòü {ψs(·)} � êîíå÷íîå ÷èñëî îäíî÷ëåííûõ ïîçèíîìîâ ñ áàçîé

{ϕj}m
1 . Òîãäà

ψ(·) ∈ co{ψj}m
1 =⇒ ψ(·) ∈ F

M
.

Åñëè {ϕj(·)} ⊂ F̄
M
, òî è ψ(·) ∈ F̄

M
. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñâîéñòâà 1 èç ïàðàãðà-

ôà 2
{ψk(x0)}∞k=1 → x̄ ∈M ; (11)

çäåñü x0 � ïðîèçâîëüíûé íà÷àëüíûé ýëåìåíò.

Ïð èì å ÷ à í è å. Åñëè â îïðåäåëåíèè îäíî÷ëåííîãî ïîçèíîìà ki = 0, òî ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ϕji â ñîîòâåòñòâóþùåé ñóïåðïîçèöèè îòñóòñòâóåò.

Ïóñòü M0 � íåïóñòîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, f(x) � âûïóêëàÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

Òå î ð åì à 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) Arg min
x∈M0

f(x) =: M̃ 6= ∅;
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2) ϕ(x) = x−µ∇f(x) ïðè íåêîòîðîì µ > 0 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì íåðàñòÿæåíèÿ,

ò. å. |ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ |x− y| äëÿ âñåõ x è y èç Rn.

Òîãäà

αPr
M0

[ϕ(x)] + (1− α)x =: ϕα(x) ∈ F̄
fM
, α ∈ (0, 1).

Ñëåäîâàòåëüíî,

{ϕk
α(x0)}∞k=1 → x̄ ∈ M̃. (12)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ïîëó÷èòü íà îñíîâå ñëåäóþùåãî ôàêòà.

Óòâ å ðæä å í è å (ñì., íàïðèìåð, [2], ëåììà 43.7, ñòð. 247). Ïóñòü âûïîëíåíî

óñëîâèå 1 äîêàçûâàåìîé òåîðåìû. Òîãäà

x ∈ M̃ ⇐⇒ Pr
M0

(ϕ(x)) = x.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî M̃ = Fix ψ(x), ãäå ψ(x) := Pr
M0

(ϕ(x)),

ò. å. M̃ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê íåïîäâèæíîñòè îòîáðàæåíèÿ ψ(·). Òàê êàê
îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ íà M0 ÿâëÿåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùåé, òî â ñèëó óñëîâèÿ 2
ψ(·) ÿâëÿåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèì, ò. å. ψ(·) ∈ F ′

fM
. Òîãäà ϕα(·) ∈ F

fM
ñîãëàñíî ñâîé-

ñòâó 2 èç ïàðàãðàôà 2. À ïîñêîëüêó îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ Pr
M0

(·) íåïðåðûâåí
è äèôôåðåíöèðóåìàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f(·) ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìîé, òî îòîáðàæåíèå ϕα(·) òàêæå íåïðåðûâíî, ò. å. ϕα(·) ∈ F̄
fM
, ÷òî

è òðåáîâàëîñü.

Ñë å ä ñòâ è å 1. Ïóñòü {Mj}m
0 � ñîâîêóïíîñòü âûïóêëûõ çàìêíóòûõ ìíî-

æåñòâ,

ψα(x) := αPrM0

[
x− λ

∑m

j=1
αj(x− PrMj (x))

]
+ (1− α)x,

d(x) =
∑m

j=1
αj |x− Pr

Mj

(x)|2,

ãäå âñå αj > 0,
∑m

j=1 αj = 1, λ ∈ (0, 2). Òîãäà

ψα(·) ∈ F̄
fM
, ãäå M̃ := Arg min

x∈M0
d(x) 6= ∅.

Ñë å ä ñòâ è å 2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

Ax ≤ b, Bx = d, (13)

íå îáÿçàòåëüíî ñîâìåñòíóþ, ïðè÷åìM0 := {x |Bx = d} 6= ∅. Ïóñòü δ =
∑m

j=1 |aj |2,
α ∈ (0, 1), λ ∈ (0, 2). Ïîëîæèì

ψα(x) := αPr
M0

[x− (λ/δ)
∑m

j=1
l+j (x)aj︸ ︷︷ ︸

ϕ(x)

] + (1− α)x.

Òîãäà

ψα(·) ∈ F̄
fM
, ãäå M̃ = Arg min

x∈M0
|(Ax− b)+|2.
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Çàìåòèì, ÷òî ϕ(x) =
m∑

j=1

αj [x− λ
l+j (x)

|aj |2
· aj︸ ︷︷ ︸

ϕj(x)

], ãäå αj = |aj |2
δ > 0 è

m∑
j=1

αj = 1.

Ïîñêîëüêó ϕj(·) � îïåðàòîðû íåðàñòÿæåíèÿ, òî è ϕ(·) ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì. Ðîëü ôóíê-
öèè d(x), ôèãóðèðóþùåé â ñëåäñòâèè 1, â íàøåì ñëó÷àå èãðàåò ôóíêöèÿ d(x) =∑m

j=1 l
+2

j (x), òàê ÷òî

ψα(x) = αPr
M0

(x− (λ/δ)∇d(x)) + (1− α)x. (14)

Ïðèâåäåííûé çäåñü îïåðàòîð ψα(x) áóäåò áàçîâûì äëÿ çàäàíèÿ èòåðàöèîííîãî
ïðîöåññà ïðèìåíèòåëüíî ê íåðàçðåøèìûì çàäà÷àì ËÏ, ïîýòîìó îñíîâíîå åãî ñâîé-
ñòâî ìû âûäåëèì îòäåëüíîé òåîðåìîé.

Òå î ð åì à 3. Ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå (13) ïîëîæèì

ϕ(x) = x− (λ/δ)AT (Ax− b)+, (15)

ψα(x) = αPr
M0

[ϕ(x) ] + (1− α)x; (16)

ãäå M0 = {x |Bx = d} 6= ∅, λ ∈ (0, 2), α ∈ (0, 1), δ =
∑m

j=1 l
+2

j (x). Óòâåðæäàåòñÿ,

÷òî îïåðàòîð ψα(·) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ôåéåðîâñêèì îòíîñèòåëüíî ìíîæå-

ñòâà M̃ = Arg min
x∈M0

∑m
j=1 l

+2

j (x) 6= ∅ è, ñëåäîâàòåëüíî,

{ψk
α(x0)}∞k=1 → x̄ ∈ M̃. (17)

Åñëè ñèñòåìà (13) ñîâìåñòíà, òî x̄ � åå îáû÷íîå ðåøåíèå, åñëè æå íåñîâìåñòíà,
òî x̄ � åå êâàçèðåøåíèå (ïî îïðåäåëåíèþ).

4. Ôåéåðîâñêèé ïðîöåññ äëÿ ðàçðåøèìîé çàäà÷è ËÏ

Ïóñòü
L : max {(c, x) |Ax ≤ b, x ≥ 0} (18)

� ðàçðåøèìàÿ çàäà÷à ËÏ;

L∗ : min {(b, u) |ATu ≥ c, u ≥ 0} (19)

� äâîéñòâåííàÿ ê L.
Çàäà÷àì L è L∗ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

Ax ≤ b, x ≥ 0 ; (20)1
S : ATu ≥ c, u ≥ 0 ; (20)2

(c, x) = (b, u) , (20)3

 (20)

íàçûâàåìóþ ñèììåòðè÷åñêîé.
Â òåîðèè ËÏ õîðîøî èçâåñòåí ñëåäóþùèé ôàêò:

ArgS = ArgL×ArgL∗. (21)
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Çäåñü ArgS � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S.
Åñëè ϕ1(x) ∈ F

M1
, ãäå M1 := Arg (20)1; ϕ2(u) ∈ F

M2
, ãäå M2 := Arg (20)2;

ϕ3(x, u) := PrH(x, u), ãäå H = Arg (20)3, è

ϕ(x, u) := PrH(ϕ+
1 (x), ϕ+

2 (u)), (22)

òî ϕ(x, u) ∈ F̄
fM
, ãäå M̃ = ArgS, ò. å. ϕ(x, u) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ôåéåðîâ-

ñêèì îòîáðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ArgL×ArgL∗. Ñëåäîâàòåëüíî (â ñèëó
ñâîéñòâà 1, ïàðàãðàô 2)

{ϕk(x0, u0)}∞k=1 → [ x̄, ū ] ∈ ArgS; (23)

ãäå [x0, u0 ] � ïðîèçâîëüíûé íà÷àëüíûé ýëåìåíò.
×òî êàñàåòñÿ âûáîðà îòîáðàæåíèé ϕ1(·) è ϕ2(·), òî ýòî ìîæíî äåëàòü ðàçíûìè

ñïîñîáàìè, â ÷àñòíîñòè, áàçîâûì ñïîñîáîì, èçëîæåííûìè â ïàðàãðàôå 3, à èìåííî:

ϕ1(x) = x− (λ / δ1)
∑m

j=1 l
+
j (x)aj ,

ϕ2(u) = u− (λ / δ2)
∑m

i=1 h
+
i (u)hi,

ϕ3(x, u) = [x, u ]T − (c,x)−(b,u)
|c|2+|b|2 [ c,−b ]T ;

 (24)

çäåñü {hi} � ñòîëáöû ìàòðèöû A, hi(u) = ci − (hi, u), δ1 =
∑m

j=1 |aj |2, δ2 =∑n
i=1 |hi|2, λ ∈ (0, 2).
Çàìåòèì, ÷òî âèä îòîáðàæåíèé ϕ1(·) è ϕ2(·) áóäåò ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò

òîãî, â êàêîé ôîðìå çàïèñàíà èñõîäíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Åñëè,
íàïðèìåð, çàäà÷à L çàäàíà â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

min {(c, x) |Ax = b, x ≥ 0}, (25)

òî äâîéñòâåííàÿ ê íåé áóäåò èìåòü âèä

max {(b, u) |ATu ≤ c}, (26)

à îòîáðàæåíèÿ ϕ1(·), ϕ2(·) è ϕ(x, u) ñîîòâåòñòâåííî ïðèìóò âèä:

ϕ1(x) = x− (λ / δ1)
∑m

j=1 lj(x)aj ,

ϕ2(u) = u− (λ / δ2)
∑n

i=1[ (hi, u)− ci ]+hi,

ϕ3(x, u) = PrH(ϕ1(x), ϕ+
2 (u)).

 (27)

Âèä ϕ3(x, u) ôîðìóëû ïðîåêòèðîâàíèÿ íà H ñîõðàíÿåòñÿ.
Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ â (25) çàïèñàíû â ôîðìå ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b, ïóñòü ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé L, òî ϕ1(·) ìîæíî ñêîíñòðó-
èðîâàòü, èñõîäÿ èç îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ íà L, èìåþùåé, êàê óæå îòìå÷àëîñü,
âèä

PrL(x) = x−AT (AAT )−1 (Ax− b) (28)

(â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî rankA = n). Åñëè ïîëîæèòü ϕ1(x) = PrL(x), çàêëþ÷èòåëü-
íûé èòåðàöèîííûé îïåðàòîð ϕ(x, u) áóäåò èìåòü òó æå ôîðìó, ÷òî è â (22).
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Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å (25) çàäàíèå îòîáðàæåíèÿ ϕ(x, u) â ôîðìå

ϕ(x, u, v) := Pr
M0

(x, u+, v+), (29)

ãäå M0 � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû

Ax = b, ATu+ v = c, (c, x) = (b, u), (30)

ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáîòå [4], ïîñâÿùåííîé ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòàì ðåøåíèÿ çà-
äà÷ ËÏ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèíàõ.

5. Íåñîáñòâåííûå (íåðàçðåøèìûå) çàäà÷è ËÏ 1-ãî ðîäà

Åñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à ËÏ íåðàçðåøèìà, ò. å. ïî ïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè ÿâëÿåòñÿ
íåñîáñòâåííîé, òî åå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà S ÿâëÿåòñÿ íåñîâ-
ìåñòíîé (âåðíî è îáðàòíîå). Äëÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå êâàçèðåøåíèÿ
÷åðåç îïðåäåëåíèå êâàçèðåøåíèÿ ñèñòåìû S. Ïîÿñíèì ýòî äëÿ ñëó÷àÿ çàäàíèÿ çàäà-
÷è ËÏ â ôîðìå

L : max {(c, x) |Ax ≤ b}. (31)

Äâîéñòâåííîé ê íåé áóäåò

L∗ : min {(b, u) |ATu = c, u ≥ 0}. (32)

Ñèììåòðè÷åñêîé ñèñòåìîé S ÿâëÿåòñÿ

Ax ≤ b, ATu = c, u ≥ 0,

(c, x) = (b, u).

}
(33)

Åñëè L � íåñîáñòâåííàÿ çàäà÷à ËÏ 1-ãî ðîäà, ò. å.

M := {x |Ax ≤ b} = ∅, M∗ := {u |ATu = c, u ≥ 0} 6= ∅,

òî ïîñëå ââåäåíèÿ îáîçíà÷åíèé

M0 =
{[

x
u

]
|ATu = c, (c, x) = (b, u)

}
, d(x, u) = |(Ax− b)+|2 + |(−u)+|2,

ìîæíî ñôîðìèðîâàòü çàäà÷ó

min {d(x, u) |u ∈M0}, (34)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèîííîé äëÿ íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû (33). Åñëè [x̄, ū]T ∈
Arg (34), òî x̄ áóäåì íàçûâàòü êâàçèðåøåíèåì ñèñòåìû (33), à âìåñòå ñ òåì è êâà-
çèðåøåíèåì çàäà÷è (31). Åñëè ïîñëåäíÿÿ ðàçðåøèìà, òî x̄ � îáû÷íîå åå ðåøå-
íèå. Äëÿ (34) ìîæíî çàïèñàòü ôåéåðîâñêîå îòîáðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà
Arg (34) ïî ñòàíäàðòó èç ïàðàãðàôà 3, íî ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå (33):

ϕ(x, u) =
[
x
u

]
− (λ / 2 δ) 5 d(x, u), ψ(x, u) = Pr

M0
ϕ(x, u),
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ψα(x, u) = (1− α)ψ(x, u) + α

[
x
u

]
, (35)

ãäå λ ∈ (0, 2), δ =
∑m

j=1 |aj |2 +m, α ∈ (0, 1).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2 ψα(x, u) ÿâëÿåòñÿ M̃ -ôåéåðîâñêèì íåïðåðûâíûì

îòîáðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî M̃ = Arg (34). Ñëåäîâàòåëüíî, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

âèäà {ψk
α(x0, u0)}∞k=1 ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó

[
x̄
ū

]
, ïðè ýòîì ïî îïðåäåëåíèþ

x̄ � êâàçèðåøåíèå (31), ū � êâàçèðåøåíèå (32).
Îïåðàöèÿ Pr

M0
(·), ôèãóðèðóþùàÿ â îïðåäåëåíèè ψ(x, u) è âõîäÿùàÿ, ñëåäîâà-

òåëüíî, â ôîðìóëó (35), ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (28) ñ çàìåíîé

â íåì ìàòðèöû A íà ìàòðèöó Ā :=
[

0 AT

cT −bT
]
, à âåêòîðà b � íà âåêòîð

[
c
0

]
.

6. Íåñîáñòâåííûå (íåðàçðåøèìûå) çàäà÷è ËÏ 2-ãî ðîäà

Ðàññìîòðåíèå äàííîãî âîïðîñà îòíåñåì ê çàäà÷àì (31)�(33). Ñèòóàöèÿ íåñîá-
ñòâåííîñòè 2-ãî ðîäà ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî M 6= ∅, M∗ = ∅, ãäå ñìûñë ñèìâîëîâ
M è M∗ òîò æå, ÷òî è â ïàðàãðàôå 5. Ñèñòåìó (33) ðàçîáüåì íà äâå ÷àñòè:

ATu = c, u ≥ 0, v ≥ 0; (36)

è
Ax+ v = b, (c, x) = (b, u). (37)

Çäåñü ñèñòåìà Ax ≤ b çàìåíåíà íà Ax+ v = b, v ≥ 0 � îáû÷íàÿ ïåðåçàïèñü ñèñòåìû
íåðàâåíñòâ. Ïîëîæèì d(x, u, v) = |ATu− c|2 + |(−u)+|2 + |(−v)+|2, M0 � ìíîæåñòâî
ðåøåíèé ñèñòåìû (37). Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î íåïóñòîòå M èìååì: M0 6= ∅. Â
ñîãëàñèè ñ áàçîâîé êîíñòðóêöèåé ôåéåðîâñêîãî îòîáðàæåíèÿ ψα(·) èç ïàðàãðàôà 3,
ðåàëèçîâàííîãî äëÿ ÍÇ ËÏ 1-ãî ðîäà â ïàðàãðàôå 5, ñîîòâåòñòâóþùèì îòîáðàæå-
íèåì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ÍÇ ËÏ 2-ãî ðîäà áóäåò îòîáðàæåíèå

ψα(x, u, v) := Pr
M0

([
x
u
v

]
− (λ / 2δ) 5 d(x, u, v)

)
; (38)

çäåñü λ ∈ (0, 2), δ =
∑n

i=1 |hi|2 + 2m.
Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé îòîáðàæåíèåì (38), áóäåò ñõîäèòüñÿ ê íåêî-

òîðîìó âåêòîðó [ x̄, ū, v̄ ], ïðè ýòîì x̄ � êâàçèðåøåíèå çàäà÷è (31), ū � êâàçèðåøåíèå
çàäà÷è (32).

7. Íåñîáñòâåííûå çàäà÷è ËÏ 3-ãî ðîäà

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ 5 è 6 ìû àïåëëèðîâàëè ê íåñîâìåñòíîñòè ñèììåòðè÷å-
ñêîé ñèñòåìû S, ïîñòàâëåííîé â ñîîòâåòñòâèå èñõîäíîé çàäà÷å ËÏ, êîòîðàÿ ïðåäïî-
ëàãàëàñü ëèáî ÍÇ ËÏ 1-ãî ðîäà, ëèáî 2-ãî. Ñóùåñòâî àïïðîêñèìàöèîííîãî ïîäõîäà,
îòíåñåííîãî ê ñèñòåìå S, çàêëþ÷àëîñü â ôîðìèðîâàíèè åå ñîâìåñòíîé ïîäñèñòåìû
èç óðàâíåíèé è êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íåâÿçêè d(x) äëÿ îñòàâøèõñÿ îãðàíè÷åíèé
ýòîé ñèñòåìû. Òî, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ íåîäíîçíà÷íà, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì îáñòî-
ÿòåëüñòâîì, òàê êàê âî âñÿêîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå, ò. å. â ñëó÷àå êîíêðåòíîãî ôîð-
ìàòà çàäà÷è (íàïðèìåð, ôîðìàòà òðàíñïîðòíîé çàäà÷è, áëî÷íîãî ôîðìàòà è ò. ä.),
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óêàçàííàÿ îïåðàöèÿ âûäåëåíèÿ ïîäñèñòåìû ìîæåò áûòü óâÿçàíà ñ ïîòðåáíîñòüþ
ïðîñòîé è ýôôåêòèâíîé ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííîãî øàãà, ïîðîæäàåìîãî
èòåðàöèîííûì îïåðàòîðîì. Ê ýòîìó ñëåäóåò åùå äîáàâèòü, ÷òî ïîñòðîåíèå èòîãîâîãî
ôåéåðîâñêîãî èòåðàöèîííîãî îïåðàòîðà áóäåò çàâèñåòü îò êîíêðåòíîãî âèäà èñõîä-
íîé çàäà÷è ËÏ. Âñÿêèé ðàç ïðè ïîñòðîåíèè íóæíîãî ôåéåðîâñêîãî îòîáðàæåíèÿ
íåîáõîäèìî âñå ýòî ó÷èòûâàòü.

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ÍÇ ËÏ 3-ãî ðîäà âîçüìåì çàäà÷ó ËÏ, åé äâîéñòâåííóþ, è
ñèñòåìó S â ôîðìàòå (18)�(20) èç ïàðàãðàôà 4.

Òàê êàê èòîãîâîå èòåðàöèîííîå îòîáðàæåíèå ψα(·) ôîðìèðóåòñÿ èç ôðàãìåíòîâ
ϕ(x), ψ(x) = Pr

M
ϕ(x), à òå â ñâîþ î÷åðåäü � èç M , d(·) è δ, òî, ôîðìèðóÿ àíàëî-

ãè îòîáðàæåíèé ψα(·) ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå (20), ìû â ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå
âàðèàíòàõ áóäåò ïðèâîäèòü ëèøü âèä ìíîæåñòâàM , ôóíêöèè íåâÿçêè d(·) è ÷èñëà δ.

Âàðèàíò 1.M1 :=
{[

x
u

]
| (c, x) = (b, u)

}
, d1(x, u) = |(Ax−b)+|2 + |(c−ATu)+|2 +

|(−x)+|2 + |(−u)+|2, δ1 =
∑m

j=1 |aj |2 +
∑n

i=1 |hi|2 +m+ n.

Âàðèàíò 2.M2 :=

{[
x
u
v

]
|ATu− v = c, (c, x) = (b, u)

}
, d2(x, u, v) = |(Ax−b)+|2+

|(−x)+|2 + |(−u)+|2 + |(−v)+|2, δ2 =
∑m

j=1 |aj |2 +m+ 2n.

Âàðèàíò 3.M3 :=

{[
x
u
v

]
|Ax− w = b, (c, x) = (b, u)

}
, d3(x, u, w) = |(c−ATu)+|2+

|(−x)+|2 + |(−u)+|2 + |(−w)+|2, δ3 =
∑n

j=1 |hi|+ n+ 2m.

Âàðèàíò 4. M4 := Rn, d4(x, u) = |(Ax− b)+|2 + |(c−ATu)+|2 + |(−x)+|2 + |(−u)+|2,

δ4 =
∑m

j=1 |aj |2 +
∑n

i=1 |hi|2 +m+ n.

Ïîñëåäíèé âàðèàíò ãîäèòñÿ êàê äëÿ ðàçðåøèìîé çàäà÷è, òàê è äëÿ íåðàçðåøèìîé
ëþáîãî ðîäà íåðàçðåøèìîñòè (1-ãî, 2-ãî èëè 3-ãî).

8. Ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ áëî÷íûõ ñèñòåì

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ íåðàâåíñòâ S ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ, èìåþùåé áëî÷íóþ ñòðóêòóðó. Åñëè
â êà÷åñòâå èñõîäíîé âçÿòü çàäà÷ó

max {(c, x) |Ax ≤ b, x ≥ 0},

òî ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ïåðåä ïåðåìåííûìè xi è yj áóäåò

Ā :=


A

−AT

cT − bT

 .
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Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ (22) èç ïàðàãðàôà 4 áûëî îñíîâàíà íà äåêîìïîçèöè-
îííîì ïðèíöèïå, ó÷èòûâàþùåì áëî÷íóþ ñòðóêòóðó ìàòðèöû Ā. Íèæå ýòîò âîïðîñ
ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðèìåíèòåëüíî ê êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
è íåðàâåíñòâ

Ax = b, x ≥ 0 (39)

ïðè ðàçíûõ âàðèàíòàõ áëî÷íîñòè ìàòðèöû A (â ñêîáêàõ çàìåòèì, ÷òî ñèìâîë A â
äàííîì êîíòåêñòå íå ñëåäóåò ñâÿçûâàòü ñ ñèìâîëîì A â ïðåäûäóùèõ çàïèñÿõ).

Îñòàíîâèìñÿ ïðåäâàðèòåëüíî íà íåêîòîðûõ ôàêòàõ èç òåîðèè ôåéåðîâñêèõ îòîá-
ðàæåíèé ñ íåñîâïàäàþùèìè ïðîñòðàíñòâàìè îáðàçîâ [6].

Ïóñòü xi ∈ Rni , i = 1, . . . , n; Ij ⊂ {1, . . . , n}, j = 1, . . . ,m,
⋃
(j)

Ij = {1, . . . , n}. Äëÿ

çàäàííîãî íàáîðà íåïóñòûõ âûïóêëûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Mj ⊂
∏

i∈Ij

Rni =: Xj

âûñòðîèì ñîâîêóïíîñòü íåïðåðûâíûõ ôåéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé ϕj(xi | i ∈ Ij) ∈
F

Mj
, j = 1, . . . ,m, è ââåäåì ìàòðèöó Ξ = [ξji]

m,n
1,1 , â êîòîðîé

ξji =

{
xi, i /∈ Ij ,
xj

i , i ∈ Ij ,

ãäå xj
i � àëãåáðàè÷åñêèé ñëåä âåêòîðà ϕj(·) â Rni � êàê ïîäïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàí-

ñòâà Xj . Ïîëîæèì

ϕ̄j(x1, . . . , xn) := [ξj1, . . . , ξjn], (40)

ϕ(x1, . . . , xn) :=
m∑

j=1

αjϕ̄j(x1, . . . , xn), ãäå αj > 0,
m∑

j=1

αj = 1. (41)

Îïð å ä å ë å í è å. Âåêòîð x̃ := [x̃1, . . . , x̃n] ∈ X :=
∏n

i=1 Rni íàçîâåì ñîãëàñîâàííîé
íåïîäâèæíîé òî÷êîé äëÿ {ϕj(·)}m

1 , åñëè ϕj(x̃i | i ∈ Ij) = [ x̃i | i ∈ Ij ], j = 1, . . . ,m.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñîãëàñîâàííûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ÷åðåç M .

Òå î ð åì à 4. Ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:
1. Ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ (41) ñîâïàäàåò ñ M ;
2. ϕ(·) ∈ F

M
, ò. å. ϕ(·) ÿâëÿåòñÿ M -ôåéåðîâñêèì;

3. Åñëè îòîáðàæåíèÿ {ϕj(·)}m
1 íåïðåðûâíû, òî îòîáðàæåíèå ϕ(·) íåïðåðûâíî,

ïðè ýòîì

{ϕk(x0
1, . . . , x

0
n)}+∞k=1 −→ x̃ ∈M ;

çäåñü [x0
1, . . . , x

0
n] � ïðîèçâîëüíûé íà÷àëüíûé âåêòîð èç X.

Ç àì å ÷ à í è å. Îòîáðàæåíèå ϕ(·) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó

ϕ(x1, . . . , xn) = [ . . . ,
∑

j:i∈Ij

αjx
j
i + (

∑
j:i/∈Ij

αj)xi,

︸ ︷︷ ︸
i-ÿ êîîðäèíàòà

. . . ]. (42)

Ïðèìåíèì ïðåäñòàâëåííûé âûøå ïîäõîä ê ðàçðàáîòêå ðàñïðåäåëåííûõ ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ (39) â ïðåäïîëîæåíèè ïîëóðå-
ãóëÿðíîé áëî÷íîñòè ìàòðèöû A. Ïîñëåäíåå áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ìàòðèöà ðàçáèòà íà
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ðÿä ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ ïîëîñ

A =


A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

...
. . .

...

Am1 Am2 . . . Amn


òàê, ÷òî ñðåäè îáðàçîâàâøèõñÿ ïîäìàòðèö Aj i äîñòàòî÷íî ìíîãî íóëåâûõ. Âìåñòå
ñ òåì ñòðóêòóðà âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íåíóëåâûõ ïîäìàòðèö ïîêà íå îãðàíè÷è-
âàåòñÿ. Äëÿ êàæäîé èç ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñ îïðåäåëèì ñâîå èíäåêñíîå ìíîæåñòâî
Ij := {i : Aj i 6= 0}, ãäå j = 1, . . . ,m; ïðè ýòîì Ij ⊆ {1, . . . , n},

⋃
(j)

Ij = {1, . . . , n}. Òåì

ñàìûì ñèñòåìà (39) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà íàáîðîì ñâîèõ ïîäñèñòåì:∑
(i∈Ij)

Aj ix
i = bj , j = 1, . . . ,m, x = [x1, . . . , xn]T ≥ 0. (43)

Ïóñòü Mj = { (xi | i ∈ Ij) ≥ 0 :
∑

(i∈Ij)

Aj ix
i = bj }, j = 1, . . . ,m, M =

⋂
(j)

Mj 6= ∅,

ãäå xi ∈ Rni , i = 1, . . . , n, M � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (43). Âûáåðåì íàáîð
íåïðåðûâíûõ ôåéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé ϕj(xi | i ∈ Ij) ∈ F

Mj
, ãäå j = 1, . . . ,m, è

ñôîðìèðóåì îïåðàòîð, àíàëîãè÷íûé îïåðàòîðó (42). Ïîðîæäàåìûé ýòèì îòîáðàæå-
íèåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ áóäåò îáëàäàòü ñâîéñòâîì:

{ϕk(x0
1, . . . , x

0
n)}∞k=1 −→ x̃ ∈M ;

ãäå [x0
1, . . . , x

0
n] � ïðîèçâîëüíûé íà÷àëüíûé âåêòîð èç X.

Ðàññìîòðèì ðÿä êîíêðåòíûõ êëàññîâ áëî÷íûõ ìàòðèö.

Âàðèàíò 1. Ïóñòü ìàòðèöà A ðàçáèòà íà ãîðèçîíòàëüíûå ïîäìàòðèöû

A =


A1

...

Am

 , (44)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ñèñòåìû (39) íà ïîäñèñòåìû

Aj x = b j , x ≥ 0, j = 1, . . . ,m. (45)

Ïóñòü Mj = {x |Aj x = b j}. Òîãäà

ϕ(x) =

 m∑
j=1

αi Pr
Mj

(x)

+

∈ F
M
,

ãäå M = {x ≥ 0 |Ax = b}, âñå αj > 0,
∑m

j=1 αj = 1. Íà ñàìîì äåëå îòîáðàæåíèå

ϕ(x) íåïðåðûâíî, ïîýòîìó ϕ(·) ∈ F̄
M
, ÷òî äàåò

{ϕk(x0)}∞k=1 → x̄ ∈M.

13



Öåëåñîîáðàçíîñòü ðàçáèåíèÿ ñèñòåìû (39) íà ïîäñèñòåìû ìîæíî ñâÿçàòü ñ ïðîáëå-
ìîé ïðåîäîëåíèÿ òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ îáðàùåíèåì ìàòðèöû AAT (ñì. ôîðìóëó
ïðîåêòèðîâàíèÿ (29) èç ïàðàãðàôà 4) íà L = {x |Ax = b}). Ïðè ðàçáèåíèè ñèñòå-
ìû (39) íà ïîäñèñòåìû (45) íóæíî áóäåò îáðàùàòü ìàòðèöû AjA

T
j ìåíüøèõ ðàçìå-

ðîâ. Ê òîìó æå ñàìî ðàçáèåíèå, ó÷èòûâàþùåå ñòðóêòóðó ìàòðèöû A, ìîæåò áûòü
íàöåëåíî èìåííî íà ýôôåêòèâíîñòü óêàçàííûõ îáðàùåíèé, êîòîðûå ìîæíî âûïîë-
íÿòü îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, íàïðèìåð, íà ðàçíûõ ïðîöåññîðàõ
âû÷èñëèòåëüíîé ñåòè. Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî è ïî îòíîøåíèþ êî âñåì
ïîñëåäóþùèì âàðèàíòàì.

Âàðèàíò 2. Ïóñòü

A =



A1

A2

. . .

An

A0


,

òîãäà ñèñòåìà (39) èìååò âèä

Ai x
i = b i, i = 1, . . . , n,

A0 x = b 0, xT = [x1, . . . , xn] ≥ 0

}
(46)

Åñëè ïîäñèñòåìàì Ai x
i = b i, i = 1, . . . , n, A0 x = b 0 ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå

îòîáðàæåíèÿ ϕi(xi) ∈ F̄
Mi
, i = 1, . . . , n, è ϕ0(x) ∈ F̄

M0
, ãäå Mi := {xi |Aix

i = bi},
M0 = {x |A0x = b0}, òî

ϕ(x) := ϕ0(ϕ1(x1), . . . , ϕn(xn))+ ∈ F̄
M
,

ïðè÷åì âûáîð îòîáðàæåíèé {ϕi}n
i=0 ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè, íà-

ïðèìåð, ϕi(xi) = Pr
Mi

(xi), i = 1, . . . , n; ϕ0(x) = Pr
M0

(x). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êîìïîíåí-
òû ϕi(xi), âõîäÿùèå â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ â ϕ0(·), ìîæíî âû÷èñëÿòü îäíîâðåìåííî
è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Âàðèàíò 3. Ïóñòü òåïåðü ìàòðèöà A èìååò âèä

A =


A1 B1

A2 B2

. . .
...

Am Bm

 .

Ïðèâåäåì îòâå÷àþùèé åé âèä ñèñòåìû (43):

Ai x
i +Bi x

0 = b i, i = 1, . . . ,m,

x = [x1, . . . , xm, x0 ] ≥ 0.

}
(47)
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Îòäåëüíûì åå ïîäñèñòåìàì Ai x
i +Bi x

0 = b i ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷àñòíûå îòîá-
ðàæåíèÿ

ϕi(xi, x0) ∈ F̄
Mi
, i = 1, . . . ,m,

ãäå Mi = {[xi, x0 ] |Ai x
i + Bi x

0 = b i}. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, â
êîòîðûõ îïðåäåëåíû ýòè îòîáðàæåíèÿ, íå ñîâïàäàþò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄i àëãåáðàè÷åñêèé ñëåä âåêòîðà ϕi(xi, x0) â Rni � ïîäïðîñòðàí-
ñòâå ïðîñòðàíñòâà X = (

∏m
i=1Rni) × Rn0 èñõîäíîé ïåðåìåííîé x, à ÷åðåç x̄0,i �

àíàëîãè÷íûé ñëåä ýòîãî âåêòîðà â Rn0 (çäåñü ni � ðàçìåðíîñòü âåêòîðà xi). Òîãäà
îòîáðàæåíèå

ϕ(x) =
1
m

[
x̄1 + (m− 1)x1, . . . , x̄m + (m− 1)xm,

m∑
i=1

x̄0,i

]+

(48)

ïîðîæäàåò ñõîäÿùèéñÿ ïðîöåññ [3] âèäà

{ϕk(x0)}∞k=1 → x̄ ∈M. (49)

Âàðèàíò 4. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó âèäà

A =



A1 B1

A2 B2

. . .
...

Am Bm

A0 B0


,

÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ñèñòåìó (39) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ai x
i +Bi x

0 = b i, i = 1, . . . ,m,

A0 y +B0 x
0 = b 0,

x = [x1, . . . , xm︸ ︷︷ ︸
y

, x0 ]T ≥ 0.

 . (50)

Òåì ñàìûì ìû èìååì çäåñü êîìáèíàöèþ äâóõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ñëó÷àåâ 2 è 3.
Ïóñòü ϕ0(x) ∈ F̄M0 , ãäå M0 = {x |A0 y + B0 x

0 = b 0}, è ϕi(xi, x0) ∈ F̄
Mi

, ãäå

Mi := {x |Ai x
i + Bi x

0 = b i}, i = 1, . . . ,m; x̄i è x̄0,i èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â
âàðèàíòå 3. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ñîñòàâèì îòîáðàæåíèå

ϕ(x) = ϕ+
0

(
x̄1 + (m− 1)x1

m
, . . . ,

x̄m + (m− 1)xm

m
,

1
m

m∑
i=1

x̄0,i

)
. (51)

Ïîñëåäíåå ãåíåðèðóåò ñõîäÿùèéñÿ ïðîöåññ

{ϕk(x0)}∞k=1 → x̄ ∈M,

çäåñü M � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (50).
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Òàá ëèö à 1

Ïàðàëëåëüíûé ñ÷åò äëÿ áëî÷íîé ñèñòåìû 1

N Âðåìÿ ñ÷åòà Óñêîðåíèå Ýôôåêòèâíîñòü
TN àáñîëþòíîå àáñîëþòíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ

10 2836 9.26 0.93 1.00
15 2023 12.98 0.86 0.93
20 1774 14.80 0.74 0.80
30 1522 17.26 0.57 0.62
50 1631 16.10 0.32 0.35
60 1769 14.85 0.25 0.27

Ò à á ë è ö à 2

Ïàðàëëåëüíûé ñ÷åò äëÿ áëî÷íîé ñèñòåìû 2

N Âðåìÿ ñ÷åòà Óñêîðåíèå Ýôôåêòèâíîñòü
TN àáñîëþòíîå àáñîëþòíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ

20 3100 17.06 0.85 1.00
35 2405 21.99 0.73 0.86
40 2241 23.60 0.59 0.69
60 2208 23.95 0.40 0.47

9. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñ öåëüþ îïðåäåëèòü ïîêàçàòåëè ìàêñèìàëüíîãî óñêîðå-

íèÿ è ýôôåêòèâíîñòè, äîñòèãàåìûå íà çàäà÷àõ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè
ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè îáñóæäàåìûõ àëãîðèòìîâ, áûë ïðîâåäåí íà ÌÂÑ-100 íà
ðÿäå áëî÷íûõ ñèñòåì áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ñ ïëîòíûì çàïîëíåíèåì áëîêîâ ìàòðè-
öû îãðàíè÷åíèé. Â òàáë. 1, 2 ðàçìåùåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ äâóõ ñèñòåì
ñ áëî÷íîé-äèàãîíàëüíûé ñòðóêòóðîé ðàñïîëîæåíèÿ íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè
íàëè÷èè âåðòèêàëüíîãî îêàéìëåíèÿ. Ïåðâàÿ èç ñèñòåì ñîñòîÿëà èç 300 áëîêîâ ðàç-
ìåðíîñòè 100 × 50, âòîðàÿ � èç 600 àíàëîãè÷íûõ áëîêîâ. Â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû
äàííûå î ÷èñëå èñïîëüçóåìûõ ïðîöåññîðîâ N (1-ÿ êîëîíêà), âðåìåíè TN , çàòðà÷åí-
íîì íà âûïîëíåíèå 10000 øàãîâ èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà (2-ÿ êîëîíêà, åäèíèöû
èçìåðåíèÿ óñëîâíûå), à òàêæå äîñòèãíóòûõ àáñîëþòíîì óñêîðåíèè è ýôôåêòèâíî-
ñòè (3-ÿ è 4-ÿ êîëîíêè) è îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè (5-ÿ êîëîíêà). Àáñîëþòíûå
óñêîðåíèå S(N) è ýôôåêòèâíîñòü E(N) îïðåäåëÿëèñü ïî ôîðìóëàì

S(N) =
T1

TN
, E(N) =

T1

NTN

íà îñíîâå ðàñ÷åòíîãî âðåìåíè T1 âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìîãî îáúåìà àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé íà îäíîì ïðîöåññîðå (ðåàëüíûå âû÷èñëåíèÿ íå ïðîâîäèëèñü, òàê êàê âåñü
îáúåì èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è íåâîçìîæíî ðàçìåñòèòü â ëîêàëüíîé ïàìÿòè îäíîãî
ïðîöåññîðà).
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Òàá ëèö à 3

Ïàðàëëåëüíûé ñ÷åò äëÿ öèêëè÷åñêîé ñèñòåìû 1

N Âðåìÿ ñ÷åòà Óñêîðåíèå Ýôôåêòèâíîñòü
TN àáñîëþòíîå àáñîëþòíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ

10 1560 7.90 0.79 1.00
15 1044 11.81 0.78 0.99
20 926 13.35 0.66 0.84
30 856 14.40 0.48 0.61
50 366 21.77 0.43 0.55
60 470 26.21 0.43 0.55

Ò à á ë è ö à 4

Ïàðàëëåëüíûé ñ÷åò äëÿ öèêëè÷åñêîé ñèñòåìû 2

N Âðåìÿ ñ÷åòà Óñêîðåíèå Ýôôåêòèâíîñòü
TN àáñîëþòíîå àáñîëþòíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ

20 2410 18.79 0.94 1.00
35 1204 37.61 1.25 1.33
40 1148 39.44 0.99 1.05
60 892 50.76 0.85 0.90

Îòíîñèòåëüíûå ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè èçìåðÿëèñü íà áàçå âðåìåíè, îòâå÷à-
þùåìó ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ýëåìåíòîâ ÌÊÌÄ-ñåòè, íà êîòîðûõ âîçìîæíî ðåàëü-
íîå èñïîëíåíèå ïðîãðàììû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü Em(N)
ñ÷èòàëàñü êàê îòíîøåíèå

Em(N) =
mTm

NTN
,

ãäå m � ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîå äëÿ ðåøàâøåéñÿ çàäà÷è ÷èñëî ïðîöåññîðîâ, N
� ÷èñëî ïðîöåññîðîâ, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü, Tm � âðåìÿ âû-
ïîëíåíèÿ ïðîãðàììû íà ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîì ÷èñëå ïðîöåññîðîâ, TN � âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû íà N ïðîöåññîðàõ.

Â òàáë. 3, 4 ðàçìåùåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ äâóõ ñèñòåì ñ ìàòðèöàìè
öèêëè÷åñêîé ñâÿçíîñòè. Ñèñòåìû òàêæå ñîñòîÿëè: ïåðâàÿ èç 300 áëîêîâ ðàçìåðíî-
ñòè 100 × 50, âòîðàÿ � èç 600 àíàëîãè÷íûõ áëîêîâ. Â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû äàííûå
î ÷èñëå èñïîëüçóåìûõ ïðîöåññîðîâ N (1-ÿ êîëîíêà), âðåìåíè TN , çàòðà÷åííîì íà
âûïîëíåíèå 10000 øàãîâ èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà (2-ÿ êîëîíêà, åäèíèöû èçìåðå-
íèÿ óñëîâíûå), à òàêæå äîñòèãíóòûõ àáñîëþòíîì óñêîðåíèè è ýôôåêòèâíîñòè (3-ÿ
è 4-ÿ êîëîíêè) è îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè (5-ÿ êîëîíêà). Àáñîëþòíûå óñêîðå-
íèå è ýôôåêòèâíîñòü òàêæå îïðåäåëÿëèñü íà îñíîâå ðàñ÷åòíîãî âðåìåíè âûïîëíå-
íèÿ íåîáõîäèìîãî îáúåìà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íà îäíîì ïðîöåññîðå (ðåàëüíûå
âû÷èñëåíèÿ íå ïðîâîäèëèñü, òàê êàê èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è íåâîçìîæíî ðàçìå-
ñòèòü â ëîêàëüíîé ïàìÿòè îäíîãî ïðîöåññîðà). Îòíîñèòåëüíûå ïîêàçàòåëè èçìåðÿ-
ëèñü íà áàçå âðåìåíè, îòâå÷àþùåì ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó çàãðóæåííûõ ýëåìåíòîâ
ñåòè. Íåñêîëüêî çàâûøåííûå ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè â ïîñëåäíåé çàäà÷å îáúÿñ-
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íÿþòñÿ ñïåöèôèêîé ôèçè÷åñêîé òîïîëîãèè èñïîëüçóåìîé ñåòè.
Â öåëîì íà ïðåäëîæåííûõ òåñòîâûõ çàäà÷àõ íîâûå àëãîðèòìû ïîêàçàëè ñåáÿ

äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè.

Äîïîëíèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïî âû÷èñëèòåëüíûì ýêñïåðèìåíòàì íà ìíîãîïðî-
öåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíå ÌÂÑ�100 ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ ðàñïàðàëëå-
ëèâàíèÿ ìîæíî íàéòè â [4, 5].
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