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1. Ìåòîä äåêîìïîçèöèè îãðàíè÷åíèé. Îäèí èç ñïîñîáîâ ðàñïàðàë-
ëåëèâàíèÿ ôåéåðîâñêèõ ïðîöåññîâ ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå âûïóêëûõ íåðà-
âåíñòâ

fj(z) ≤ 0, j = 1, . . . , m (1)
ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé M ⊂ Rn íåîäíîêðàòíî ïóáëèêîâàëñÿ (ñì., íàïðè-
ìåð, [1, ãë. I, � 5]). Ýòîò ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàçáèâàåì ñè-
ñòåìó (1) íà ïîäñèñòåìû

Fs(z) ≤ 0, s = 1, . . . , k, (2)

äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñòðîèòñÿ (îäíèì èç ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèåìîâ [2])
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð Ts(z) ∈ FMs (FMs � Ms-ôåéåðîâñêèé îïåðàòîð, ãäå
Ms = {z | Fs(z) ≤ 0}). Èç {Ts(z)}k

s=1 ôîðìèðóåì èíòåãðèðîâàííûé îïåðà-
òîð

T (z) =
k∑

s=1

αsTs(z), αs > 0,
k∑

s=1

αs = 1. (3)

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå:

T (z) ∈ FM , ïðè ýòîì {T t(z0)}+∞
t=1 → z′ ∈ M. (4)

Ïîäñèñòåìû (2) ìîãóò äîïóñêàòü äàëüíåéøèå ðàçáèåíèÿ. Ïðèâåäåì ñõåìó
àëãîðèòìà:
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Ïðèìå÷àíèå. Åñëè ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé (2) ñîäåðæèò òðåáîâàíèå
z ≥ 0, òî äîñòàòî÷íî ñîîòíîøåíèå (3) çàìåíèòü íà

T (z) =

(
k∑

s=1

αsTs(z)

)+

,

ãäå �+� íàä âåêòîðîì, ñòîÿùåì â îáùåé ñêîáêå, îçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíóþ
åãî ñðåçêó (ò.å. çàìåíó îòðèöàòåëüíûõ êîîðäèíàò ýòîãî âåêòîðà íà íóëè).

2. Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà. Ñïîñîá, êîòîðûé ìû ïðèâîäèì
çäåñü, ñîñòîèò â ðàñùåïëåíèè ïåðåìåííîãî âåêòîðà z ∈ Rn íà ïîäâåêòîðû,
ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû, íà x è y: z = [x, y]. Ïóñòü Q(z) � ïðîèçâîëüíûé
ôåéåðîâñêèé îïåðàòîð îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M (ñì. ï. 1). Åñëè x ∈ Rn1,
y ∈ Rn2, Rn = Rn1 × Rn2, òî îïðåäåëèì Q1 êàê àëãåáðàè÷åñêóþ ïðîåêöèþ
Q íà Rn1 è Q2 êàê àëãåáðàè÷åñêóþ ïðîåêöèþ Q íà Rn2. Ïîíÿòíî, ÷òî Q1 è
Q2 çàâèñÿò îò x è y:

Q1 = Q1(x | y), Q2 = Q2(y | x).

Çàïèñü (x | y) è (y | x) îçíà÷àåò â ïåðâîì ñëó÷àå: x � àêòèâíàÿ ïåðåìåííàÿ,
y � ïàññèâíàÿ ïåðåìåííàÿ (ïàðàìåòð); âî âòîðîì: y � àêòèâíàÿ ïåðåìåí-
íàÿ, x � ïàññèâíàÿ ïåðåìåííàÿ (ïàðàìåòð). Ïîñòðîèì ïðîöåññ: åñëè xk è
yk âû÷èñëåíû, òî ïîëàãàåì

xk+1 = QN1

1 (xk | yk), yk+1 = QN2

2 (y2 | xk),

ãäå N1 è N2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, çàäàþùèå ãëóáèíó èòåðèðîâàíèÿ îïå-
ðàòîðàìè Q1 è Q2. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñïðàâåäëèâà ñõîäèìîñòü:

[xk, yk]
+∞
k=0 → z̃ ∈ M (= [x̃, ỹ] ∈ M).

3. Ïðèìåð. Ïóñòü
lj(z) := (aj, z)− bj ≤ 0, j = 1, . . . , m (5)

� ñèñòåìà ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî z ∈ Rn íåðàâåíñòâ ñ ìíîæåñòâîì ðå-
øåíèé M (âîçìîæíî, M = ∅), z = [x, y] ∈ Rn1 × Rn2 (= Rn). Ïîñòðîèì
îòîáðàæåíèå

T (z) := z − λ δ−1
m∑

j=1

l+j (z) aj, (6)

ãäå λ ∈ (0, 2), δ =
m∑

j=1
‖aj‖2. Îíî ÿâëÿåòñÿ ôåéåðîâñêèì îòíîñèòåëüíî M̃ :=

Arg min
(z)

m∑
j=1

l+
2

j (z) (ñì. [3, ñòð. 244, ëåììà 43.4]).
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Îáðàçóåì ðàñùåïëåíèå îòîáðàæåíèÿ (5) ïî ïåðåìåííîé z = [x, y]:

T1(x | y) = x− λ δ−1 ∑
(j)

l+j (x | y) ax
j ,

T2(y | x) = y − λ δ−1 ∑
(j)

l+j (y | x) ay
j ,

(7)

ãäå [ax
j , a

y
j ] = aj, j = 1, . . . , m. Âûïèøåì äëÿ (6) èòåðàöèîííûå ïðîöåññû:

íà÷àëüíûå x0 è y0 ïðîèçâîëüíû; åñëè xk è yk óæå âû÷èñëåíû, òî ïîëàãàåì:

xk+1 = TN1

1 (xk | yk), yk+1 = TN2

2 (yk | xk). (8)

Óòî÷íèì ñìûñë ïðîöåññà (7). Â ïåðâîì ñîîòíîøåíèè xk � íà÷àëüíûé
ýëåìåíò ïðîöåññà äëÿ ïîñòîÿííîãî yk, âî âòîðîì ñîîòíîøåíèè yk � íà÷àëü-
íûé ýëåìåíò äëÿ ïðîöåññà ïðè ïîñòîÿííîì xk. ×òî êàñàåòñÿ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë N1 è N2, òî èõ ñìûñë ðàçúÿñíåí â ï. 2.

Ñïðàâåäëèâà ñõîäèìîñòü:

{zk = [xk, yk]}k → z′ ∈ M̃.

Ïðèâåäåì ñõåìó äàííîãî ïðîöåññà:

zk ³³³³³1
PPPPPq

TN2

2 (y | x)

TN1
1 (x | y)

³³³³³1
PPPPPq -

-

yk+1

xk+1

³³³³³1

PPPPPqzk+1

?¾
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Ïðèìå÷àíèå. Â ï.ï. 2 è 3 ðàñùåïëåíèå îïåðàòîðîâ Q(·) è T (·) ñîãëàñíî
ðàçáèåíèþ ïåðåìåííîé z ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì (â ñìûñëå ðàçáèåíèÿ
z íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäâåêòîðîâ). Âî èçáåæàíèÿ ãðîìîçäêîñòè âûêëàäîê
îáùàÿ ñõåìà íå ïðèâîäèòñÿ.

4. Ñìåøàííûé ñëó÷àé ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ äëÿ çàäà÷è ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ). Çàïèøåì çàäà÷ó ËÏ â ôîðìå

L : max{(c, z) | Az ≤ b, z ≥ 0}. (9)

Äâîéñòâåííîé ê íåé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ËÏ âèäà

L∗ : min{(b, u) | ATu ≥ c, u ≥ 0}. (10)
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Çàäà÷è (9) è (10) ýêâèâàëåíòíî ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ,
íàçûâàåìîé ñèììåòðè÷åñêîé:

Az ≤ b, z ≥ 0, (S1)

ATu ≥ c, u ≥ 0, (S2)

(c, z) = (b, u). (S3)





(S)

Õîðîøî èçâåñòåí ôàêò: åñëè îäíà èç çàäà÷ (L) è (L∗) ðàçðåøèìà, òî è
äðóãàÿ ðàçðåøèìà, ïðè ýòîì

Arg(S) = ArgL× ArgL∗.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèíöèïå ðåøåíèå çàäà÷è L, ðàâíûì îáðàçîì è L∗, ñâî-
äèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ (S).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ (S) ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàñïàðàë-
ëåëèâàíèÿ åå ïîäñèñòåì:

ìåòîä ï. 1 äëÿ ïîäñèñòåìû (S1);

ìåòîä ï. 2 äëÿ ïîäñèñòåìû (S2);

äëÿ (S3) � ïðîñòàÿ îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ãèïåðïëîñêîñòü Π, çà-
äàâàåìóþ óðàâíåíèåì (S3).

4.1. Ìåòîä ï. 1 äëÿ ïîäñèñòåìû (S1) : Az ≤ b, z ≥ 0.
Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ðàçáèåíèÿ ñèñòåìû (S1) òîëüêî íà äâå ïîäñèñòåìû

A1z ≤ b1, A2z ≤ b2. (11)

Ïóñòü M1 � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïåðâîé ïîäñèñòåìû, à M2 � âòîðîé ïîäñè-
ñòåìû, òîãäà ïîëàãàåì âûáîð T1(z) èç FM1

, T2(z) � èç FM2
. Îïåðàòîð T (z)

(ñì. ï. 1) îáðàçóåì ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ

T (z) = (α1T1(z) + α2T2(z))+,

ãäå α1 > 0, α2 > 0, α1 + α2 = 1. Ïðîöåññ {T t(z0)}+∞
t=1 ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

ñèñòåìû (S1).

4.2. Ìåòîä ï. 2 äëÿ ïîäñèñòåìû (S2) : AT u ≥ c, u ≥ 0.
Ðàçáèåíèå äâîéñòâåííîãî âåêòîðà u íà ïîäâåêòîðû u1 è u2: u = [u1, u2]

ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ñèñòåìû (S1) íà ïîäñèñòåìû (11).
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Âûáîð ôåéåðîâñêîãî îïåðàòîðà Q(u1, u2) â ñìûñëå ôåéåðîâñêîãî îïåðà-
òîðà Q(x, y) â ï. 2 îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî èçëîæåíî â
ï. 2. Äàëåå ââîäÿòñÿ îïåðàòîðû Q1(u1 | u2) è Q2(u2 | u1), à òàêæå ïðîöåññû:

uk+1
1 = [Q+

1 ]N1(uk
1 | uk

2), uk+1
2 = [Q+

2 ]N2(uk
2 | uk

1).

Ïîñëåäíèå è ðåøàþò âîïðîñû îá èòåðàöèîííîì ïðîöåññå äëÿ ñèñòåìû (S2).

4.3. Ïðîåêòèðîâàíèå âåêòîðà [z, u1, u2] íà ãèïåðïëîñêîñòü Π.
Ïîëîæèì w = [z, u1, u2], d = [c,−b1,−b2]. Èñõîäÿ èç ýòèõ îáîçíà÷åíèé,

ãèïåðïëîñêîñòü Π çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (w, d) = 0. Îïåðàòîð Pr
Π
(w) ïðî-

åêòèðîâàíèÿ ýëåìåíòà w íà Π áóäåò èìåòü âèä:

Pr
Π
(w) = w − l(w)

‖d‖2 d. (12)

Ïîäðîáíåå:

Pr
Π
(z, u1, u2) = [z, u1, u2]− l(z, u1, u2)

‖c‖2 + ‖b1‖2 + ‖b2‖2 [c,−b1,−b2]. (13)

Èòîãîâûé ôåéåðîâñêèé îïåðàòîð äëÿ ñèñòåìû (S) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

Q̃(z, u) = Pr
Π
(T (z), Q1(u1 | u2), Q2(u2 | u1)).

Ñïðàâåäëèâà ñõîäèìîñòü:

{Q̃t(z0, u0)}+∞
t=1 → [z′, u′] ∈ Arg S.
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